1. PROPRIETATI GENERALE ALE SISTEMELOR
ELECTRICE SI ELECTRONICE

1.1. NOTIUNI INTRODUCTIVE

Un sistem (numit uneori §i sistem fizic) poate fi definit ca un ansamblu de componente
interconectate intre ele astfel incat exista doud porti: cea de intrare si cea de iesire. In cazul
unui sistem electric (si/sau electronic), natura componentelor este cea mentionatd, iar
portile se mai numesc circuite de intrare, respectiv de iesire. Marimile fizice care intervin
in functionarea unui sistem pot fi clasificate in:

e madrimi cu variatie independentd, numite marimi de intrare sau excitatii;

e marimi dependente de cele de intrare, numite mdrimi de iesire sau raspunsuri.
Trebuie observat insa ca raspunsul sistemului nu este determinat in mod unic de excitatie.
De exemplu, curentul ce incarcd un condensator depinde atat de valoarea tensiunii ce i se
aplicd la borne, dar si de sarcina electrica existenta in dielectricul sdu Tn momentul aplicarii
acestei tensiuni. Rezultd cd raspunsul sistemului depinde si de o a treia marime, numita
starea sa in momentul aplicarii excitatiei. Intr-un sistem electric, excitatia, raspunsul si
starea sunt functii de timp; dacd aceste semnale sunt continue, atunci sistemul este
analogic (SA), iar dacd sunt esantionate (numerice), sistemul este numeric (SN).
Excitatia, raspunsul si starea se vor nota de obicei x(t), y(t), q(t) in cazul sistemelor
analogice, respectiv x[n], y[n], q[n] in cazul celor numerice. In figura 1.1 sunt date
reprezentdrile schematice ale sistemelor.

x(t) SA y(©) x[n] SN y[n]
q(t) q[n]
a) b)

Fig. 1.1 Reprezentarea schematica a sistemelor:
a) analogice;
b) numerice
Excitatia, raspunsul si starea unui sistem pot fi marimi scalare sau vectoriale. In figura 1.1.
s-a considerat cazul cel mai general, In care aceste marimi sunt vectoriale:

x () v (t) q,(t)
x(t)= % (1) Cy(t)= y2(t) qlt)= a5 (t)

(1) o 1) as 1)

Rezulta ca sistemele reprezentate in figura 1.1 sunt caracterizate de P porti de intrare, R
porti de iesire si S marimi de stare. S defineste o altd caracteristicd, numita ordinul
sistemului, si care este egal cu numarul elementelor acumulatoare de energie (capacitati
si/sau inductante in cazul sistemelor electrice).

Atat SA cat si SN pot fi de tip hardware (un ansamblu de componente fizice) sau software
(un ansamblu de algoritmi materializati sub forma unor programe de calcul).

Analiza sistemului constd in determinarea comportarii acestuia, adica aflarea raspunsului
atunci cand la intrare se aplicd o excitatie cunoscutd, iTn momentul to (no) - transferul
intrare-iesire. Aceasta legatura intre raspuns si excitatie este datd de modelul matematic al
sistemului. In cadrul teoriei sistemelor, modelul matematic se confunda adesea cu notiunea
de sistem (dinamic).

Prin starea initiald q(to) sau q[no] se intelege informatia minimd necesara pentru
determinarea raspunsului y(t) sau y[n]. Un sistem cu starea initiala nula se spune ca
porneste din repaus.

Daca raspunsul sistemului este cert, atunci sistemul se mai numeste determinist.

(1.1)
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1.2. PROPRIETAII GENERALE
1.2.1. Cauzalitatea

Un sistem este cauzal dacd raspunsul sdu pentru t>t, (n > no) depinde exclusiv de
excitatie si de starea initiald. De obicei t, =0 (no =O). Daca sistemul este initial in
repaus si x(0)=0 (x[0]=0), atunci y(0)=0 (y[O]z 0), adici unei excitatii cauzale ii
corespunde un raspuns cauzal.
In acest context, marimile de intrare se mai numesc si mirimi cauzi, iar cele de iesire
marimi efect. Prin cauzalitate se poate intelege si faptul evident ca un efect nu poate aparea
inaintea cauzei si independent de aceasta (sistemul este neanticipativ). Un sistem este strict
cauzal daca efectul apare strict dupa cauza. Daca exista efecte sau componente ale lor care
apar simultan cu cauza, sistemul se numeste la limita cauzal.
Se pot formula urmatoarele propozitii:
o Existd aplicatia A (functia de stare) care permite determinarea evolutiei in timp a
starii (vectorului de stare) sistemului, dacad se cunoaste perechea excitatie — stare in
momentul initial:

x(t),qlt %d—q;qt , in cazul SA (1.2a)
dt
{x[n],q[n]}% g[n +1], in cazul SN (1.2b)

o Existd aplicatia p (functia de iesire) care permite determinarea evolutiei in timp a
raspunsului (vectorului de raspuns) sistemului, dacd se cunoaste perechea excitatie
— stare in momentul initial:

{x(t),q(t)}%y(t), in cazul SA (1.3a)
{x[n],q[n]}% y[n], in cazul SN (1.3b)

1.2.2. Liniaritatea

Un sistem determinist si cauzal este liniar daci aplicatiile & si p sunt liniare. In acest caz,
relatiile (1.2) si (1.3) se scriu sub forma:
e In cazul aplicatiei A:

q(t)= A-x(t)+B-q(t), pentru SA (1.4a)

q[n+1]= A -x[n]+B-q[n], pentru SN (1.4b)
e In cazul aplicatiei p:

y(t)=C-x(t)+ D-q(t), pentru SA (1.5a)

y[n]=C-x[n]+ D-q[n], pentru SN (1.5b)

In (1.4) si (1.5) constantele A, B, C, D reprezinti matrici cu dimensiuni corespunzitoare,
astfel incat relatiile sa fie corecte; determinati aceste dimensiuni, daca vectorii x(t), q(t) si
y(t) au dimensiunile din (1.1).

O consecintd importanta a liniaritatii este superpozitia raspunsurilor in raport cu excitatiile
si starile sistemului.

1.2.3. Invarianta in timp

Un sistem determinist si cauzal este invariant in timp dacad aplicatiile A §i p sunt

independente de timp (in cazul SA), respectiv de n (in cazul SN).

In multe situatii, liniaritatea si invarianta in timp reprezinta ipoteze simplificatoare, folosite
in scopul de a obtine sisteme ideale. Din acest motiv ele trebuie aplicate exclusiv in
domeniile de variatie ale semnalelor pentru care sistemul este (quasi)liniar, respectiv
pentru intervale de timp limitate, ce depind de alte proprietati (fizice, chimice, conditii de
mediu, etc.) ale sistemului sau ale componentelor acestuia. O tehnica frecvent folosita este
liniarizarea sistemului pe portiuni.
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Comportarea sistemelor deterministe, liniare §i invariante in timp este descrisa de ecuatii
diferentiale (cazul SA), sau cu diferente finite (cazul SN), ambele cu coeficienti constanti.

1.2.4. Stabilitatea

Un sistem cauzal si determinist este stabil dacd semnalele caracteristice (raspunsul si
starea) sunt de modul marginit, in cazul aplicarii unei excitatii de modul marginit:

x(t)<M_ <o0o= |q(t)|<Mq<oo,Vt2t , in cazul SA (1.6a)
X 0
|y(‘[]<My < o
|x[n]| <M, <= {Iq{ﬂlzxq z:,‘v’n >n,, in cazul SN (1.6b)
y y

In literatura stabilitatea mai poate fi intdlnitad si sub denumirea BIBO (Bounded Input,
Bounded Output).
Asigurarea stabilitatii este un deziderat major in proiectarea $i implementarea sistemelor.

In relatiile (1.6) notatiile de tipul |x(t) trebuie 1intelese ca vector al modulelor

componentelor vectorului x(t).
1.2.5. Realitatea

Un sistem este real daci x(t)eR= y(t)eR. Sistemele reale si liniare asigura

corespondenta intre partile reale si imaginare ale excitatiei, respectiv raspunsului.

In continuare se va lucra cu sisteme deterministe, cauzale, liniare si de obicei in repaus. De
cele mai multe ori, excitatia §i raspunsul vor fi scalare (sistemele vor avea o singura poarta
de intrare, respectiv iesire). Care este deosebirea intre un astfel de sistem si un cuadripol?

1.3. MODELAREA MATEMATICA A RASPUNSULUI iN TIMP A SA

In continuare se vor considera SA invariabile in timp (SAI), bineinteles cauzale si
deterministe. Daca la intrare exista excitatia x(t), atunci raspunsul y(t) este dependent de
semnalul de intrare si de proprietatile SAL. Se cunoaste ca un sistem electric poate fi
descris cu ajutorul teoremelor generale ale electrotehnicii (Kirchoff sau echivalente ale
acestora). In urma aplicarii acestora se obtine un sistem de ecuatii integro-diferentiale, cu
coeficienti constanti in cazul SAI.

Ordinul unui astfel de sistem este dat de numarul elementelor acumulatoare de energie,
adica de numarul inductantelor (acumulatoare de energie magnetica, echivalenta energiei
cinetice) si de numarul capacitatilor (acumulatoare de energie electricd, echivalenta
energiei potentiale). Ecuatia diferentiala echivalenta cu sistemul de ecuatii ce descrie
comportarea sistemului are acelasi ordin cu ordinul sistemului.

Metodele de analizd a comportarii SAI sunt astfel metodele de rezolvare a ecuatiilor
diferentiale (cu coeficienti constanti).

1.3.1. Metoda integrarii directe

Pentru ilustrarea acestei metode se va considera un exemplu, respectiv SAI ilustrat sub

forma ci.rcuivtultli dig ﬁgura 1.2. . ic € .
Se considera ca excitatia este u(t) (treapta unitate), o 1] E'O i
iar raspunsul ir(t). La fel de bine s-ar putea i R
considera ca mirime de iesire oricare alta dintre u(t) N > L VL
cele reprezentate pe circuitul din figura 1.2. Se dau: VR = Ve
(o]

Rle,Czqu,inuH. Fig.1.2

T T

Exemplu de SAI

Introducand curentii ciclici 11 §i 12, rezultd cd 1. =1,, 1 =1; §1 ix =1, —1,, astfel ca,
aplicand teoremele lui Kirchoff, se obtin urmétoarele relatii:
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R-(1,(0)-15(0)+ L-910 _ )

dt (1.7)

~R(i (0= (0)+ - [tk =0

Sistemul (1.7) trebuie completat cu conditiile initiale corespunzatoare elementelor reactive.
Cum x(t)=1u(t), rezulta ca t, = 0, astfel ci starea initiala a sistemului devine:

O

D (0)=Dy & L-ij|_, =Dy (0)==":=1,
L=ct. L (18)
4c(0)=Qp 5 C-vl g o ve(0)= 2=V,

C=ct.
Se observa ca excitatia si raspunsul sunt marimi scalare, iar starea 0 marime vectoriala.
Ca si componente ale vectorului de stare de stare pot fi alese oricare doud marimi
independente ale sistemului, de exemplu i1 si i2. In aceste conditii, vectorii x(t), q(t) si y(t)

aein 3= al0):al)= ') 0~ )

Sistemul (1.7) se scrie echivalent sub forma:

ﬂ_l.u(t)_g.i +E.i .

dt L L L T e-Ra R

di, 1 R. R 1 dt L L L

== ult)= =iy =iy - 1 di, 1 R R 1

dt L L L R-C —2=—-u(t)——-i1+[——— i,
an dt L L L R-C
dt

care este asemanatoare cu ecuatia de stare (1.5a). Este evident faptul ca matricile A si B
din (1.5a) sunt urmatoarele:

1 (R R
_|L|. n_ L L
ATTPBT R R 1

L L L R-C

Din punctul de vedere al functiei de iesire relatia (1.4a) devine foarte simpla:

)
(lz(t))—@u{tl) w(iz(t)

t) C  x(t)
' a(t)

-

deci matricile C si D sunt:
C=(0)=0,;D=(0 1)
Observatie:
Alegerea marimilor de stare nu este unicd. De exemplu, circuitul (sistemul) din figura 1.2
poate fi abordat direct cu teoremele Iui Kirchoff:

u(t)=ve(t)+ vy ()

u(t)=R-ig (t)+ v, (1) u(t):R‘iR(t)+L-(hL—t(t)
vilt)= dlgt(t) = iL(t)=1R(t)+C-dV<;:tt
vel)= L il - e -

i () =i ()+ic(t)
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In final se obtine sistemul:

diL_(t):l-u(t)—l'Vc(t)

dt L 1.9)
dvel) 1.y 1 (
N )

cu conditiile initiale (1.8).
Se observa ca 1n acest caz marimile x(t) si y(t) sunt aceleasi (in figura 1.2 se poate observa

cd i, (t)=1,(t)), iar vectorul de stare devine q(t)= (IL(t))-

Vc(t)

Matricile A si B din (1.5a) sunt urmatoarele:

0o
A=IL [ B= 1
0 -

C R-C

Siin acest caz, din punctul de vedere al functiei de iesire, relatia (1.4a) devine banala:

i (t
()= 040010
RANIT N R SN
q(t)
deci matricile C si D sunt:
C=(0)=0,;D=(1 0)

Revenind la sistemul (1.7), acesta se rezolva prin metoda elimindrii, obtinandu-se o ecuatie
diferentiald de ordinul 2, cu necunoscuta i1 (pentru simplificarea scrierii, in locul notatiilor
de tipul 11(t) se vor adopta notatii de tipul i1):

. 2. .
R.(il_iz)JrL.%:u R~(i1+L~C'd1—12(t)J+L~$=u

t dt dt
1= L.ﬂ+l.ji dt=u <
dt C 2 - dt

d?i
L-C-—d121+i2:0
t

S-a obtinut urmatoarea ecuatie (cu coeficienti constanti), in necunoscuta ii:
LC——+——+i;=—, (1.10)

conditiile initiale fiind (1.8).
Solutia generald a ecuatiei (1.10) este de forma:
iy (6)=1,, () +iy (1), (1.11)
in care 1 (t) este componenta tranzitorie (sau liberd), si este solutia (generald) a ecuatiei

omogene:
L.Cc.—L2y =" 1ij =0, 1.12
R a h (1.12)

iar ilp (t) este o solutie particulard a ecuatiei neomogene (1.10), si care este de tipul

termenului liber. In cazul de fati, analizand fie ecuatia (1.10), fie schema din figura 1.2,
este evident ca

. u

llp(t):E (1.13)
Ecuatia omogena (1.12) fiind cu coeficienti constanti, solutia se obtine cu ajutorul ecuatiei

caracteristice:
sz+2-a-s+w3=0, (1.14)

1.5



in care s-au folosit notatiile:
1 1
2

0, = ;0=
‘" L.Cc’7 2.R-C
Daca s si s2 sunt radacinile ecuatiei (1.14), solutia generala a ecuatiei (1.12) este:
i, (=K, e +K, %", (1.16)
in care K1 si K2 sunt constante de integrare. Solutia ecuatiei neomogene (1.10) devine:

i()=K, &M +K, e +% (1.17)

(1.15)

Constantele Ki si K2 se determind din conditiile initiale:

i,(0)=1, 3K1+K2+§=IO

ou-L(Ks, +K,ys,)=V,

t=0

di
VC(O):VO = (VI _VO)L:() =V, & [u—Ld—tlj

Observatie
e Daca solutiile ecuatiei caracteristice sunt simple, atunci solutia ecuatiei omogene
este de tipul (1.16), cu urmatoarele situatii posibile:
0 Regim armonic in cazul radacinilor complexe conjugate;
0 Regim aperiodic in cazul radacinilor reale.
e Daca ecuatia caracteristici are o radicini dubld (s, =s,), atunci componenta
tranzitorie este:
i (1)=(K, +K,-t)-e"" (1.18)

In general, unei solutii Sk (a ecuatiei caracteristice) cu ordinul de multiplicitate m, ii
corespunde in solutia tranzitorie o componenta de tipul:

y(t)= (Ko +K, -t + Kyt e, (1.19)
y(t) fiind necunoscuta ecuatiei diferentiale de rezolvat.

1.3.2. Metoda operationala

Daca ecuatiei (1.10) i se aplica transformata Laplace, atunci aceasta se transforma dintr-o
ecuatie diferentiald intr-una algebrica, cu necunoscuta I,(s)=L(i,(t)). Solutia se obtine
aplicand una din metodele de inversiune (teoremele Heaviside de exemplu) de la calculul
operational.

Totusi, principala dificultate a metodei integrarii directe nu este rezolvarea ecuatiei (1.10),
ci obtinerea ei din sistemul de ecuatii (1.7), procedeu care implica utilizarea unor procedee
care in multe situatii se pot dovedi anevoioase, cum sunt derivarea si/sau integrarea.

Din acest motiv, este mult mai convenabila aplicarea transformatei Laplace de la inceput,
adica din momentul analizei circuitului cu ajutorul teoremelor lui Kirchoff sau echivalente
ale acestora.

Astfel, (intr-un circuit oarecare,) notand Ik(s) si Vr(s) transformatele Laplace ale curentilor
incidenti in nodul K, respectiv ale caderilor de tensiune pe componentele ce apartin buclei
P, se obtin formele operationale ale teoremelor lui Kirchoff:

i()=0 I (s)=0
{%Mt): 0—){§VP (5)=0 (1.20)

In acest mod, in locul unui sistem de ecuatii integro-diferentiale de tipul (1.7), se va obtine
asa numitul ,sistem operational”, format din ecuatiile operationale, care sunt algebrice
dupa cum s-a mentionat deja mai sus. Solutia acestuia se va gasi folosind una din metodele
cunoscute pentru rezolvarea sistemelor algebrice liniare, obtinandu-se astfel transformatele
Laplace ale marimilor ce caracterizeaza circuitul. Originalele lor se vor obtine cu ajutorul
uneia din metodele de inversiune.
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Pentru clarificarea ideilor, se va prezenta analiza operationald a unui circuit RLC, care este
cea mai generald forma a unei laturi din orice circuit. Schema este data in figura 1.3a.

1 Ve

. ' &—LI,

MF_O OM(':_S.M'I_O

\\ﬂ/‘ \&)/‘
a) b)

Fig.1.3 Exemplu de aplicare a transformatei Laplace unui circuit RLC
a) Circuitul original
b) Circuitul operational

Circuitul din figura 1.3a este descris de urmatoarele relatii:
W= R0+ L2 i
i(0)=1, (1.21)
Ve (0) = V¢,

Aplicand transformata Laplace ecuatiei (1.211) si tinand cont de conditiile initiale (1.212) si
(1.213), se obtine “ecuatia operationala”:

V(s)=R-I(s)+s-L-I(s)-L-1, +$~I(s)+

care se scrie sub forma (1.22), in care s-a evidentiat “impedanta operationala” Z(s):

V,
UM (SHN P
s-C S

Z(s)
obtinandu-se astfel “schema operationala” din figura 1.3b.
Se poate observa analogia intre reactantele (inductiva si capacitiva) specifice regimului de
c.a. sinusoidal si inductanta, respectiv capacitatea operationala. Practic, trecerea de la una
la alta se face prin substituirea jo<>s. Cum insd s=c+ jo (“frecventa complexd”),

analogia devine mult mai naturald. Rezultd cd circuitul operational se rezolva ca orice
circuit de c.a., cu mentiunea ca in acest mod se determina (cu ajutorul teoremelor de
inversiune) ambele componente ale raspunsului (tranzitorie si permanenti). In acest mod,
este evident ca analiza de c.a. este cazul particular ¢ =0 al analizei operationale, ceea ce
furnizeaza numai solutia de regim permanent.

Dupa cum se stie, in cazul semnalelor cauzale, transformatele Fourier si Laplace sunt
identice ca forma, trecerea de la una la alta obtindndu-se cu substitutia jo <> s. Cum in

cazul SAI excitatiile sunt cauzale, rezultd ca analiza de c.a. poate fi privita si ca aplicarea
transformatei Fourier ecuatiilor integro-diferentiale asociate acestuia.

Ca exemplificare, se va afla rispunsul SAI din figura 1.2 prin metoda operationald. In
conformitate cu reactantele operationale din (1.22) si conditiile initiale (1.8), se obtine

schema operationald din figura 1.4. 1V,
Folosind formele operationale ale teoremelor curentilor sC s 0 L(s)
ciclici, se scriu ecuatiile: I(s) I—|I|I—‘ -
S
R-(I;(5)-1,(s))+s-L-1,(s)-L-I, = U(s) ‘ I@ sL
V, 1.23
SR O)-LE e+ =0 T ey
s-C s UGs) R @ .

Se poate observa cd ecuatile (1.23) reprezintd % LI,
transformatele Laplace ale ecuatiilor (1.7). o

In continuare, pentru simplificarea scrierii, se va renunta la Fig. L4
’ ’ Schema operationald a SAI

precizarea Varigbilei s, preferandu-se notatii de tipul I in din fig. 1.2
locul celor de tipul Ii(s).
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Se obtine expresia operationala a marimii de iesire, curentul Ii:
(1+s-R-C)-(U+L-I,)-R-C-V,

I, = >
L-C-R:-s“+s-L+R

Cum L(u(t))= l rezultd ca U 1 . Folosind si notatiile (1.15), rezultd ca:
s’ s
2
[ISJJFC;){OJ‘(HS'L'IO)_ISJ'VO M)
s
I(s)= = 1.24
l(s) s-(sz+2-oc-s+0)(2)) N(S) (1.24)

Originalul i1(t) se determina cu ajutorul teoremei lui Heaviside, presupunand ca numitorul
expresiei (1.24) are radacini simple. In caz ca exista (si) radacini multiple, se va aplica
teorema corespunzatoare acestui caz.

N(s):O<:>s-(s2 +2-oc-s+o)§):0:>s1 =0;8,; =—a£f, unde B=qa’ - .

N'(s)=s>+2-a-s+of +2-s(s+a)

il(t)z iM oSkt =

k:IN(Sk)
s2, 00 (1+5s,L-T,)- "2V, S5, 0 (1+s5L-1,)- 3V
LR 2bto) =7 Vo o (LTR strto) =7 Vo "
=—+e et — e
R 2Bs, 2fs,4

Se poate observa cd numitorul N(s) cuprinde ecuatia caracteristicd (1.14) a ecuatiei
omogene (1.12) si un factor suplimentar dat de transformata Laplace a excitatiei. Prin
urmare, acestea trebuie sd corespundd in functia original cu componenta tranzitorie
(liberd), respectiv permanenta (fortata).

Daca se inlocuiesc valorile numerice, se va constata ca:

1 12 2 1 6
= 0207: =5-10"71%; o O——105 iB=4a’—wy =j-2-10°x

Rezultd ca regimul tranzitoriu al SAI va fi armonic, cu frecventa 100kHz. Expresia
curentului i1(t) devine in acest caz:

i,(t)= %Jr e ([113_\;0 WL%-I0 —%j-sin(ﬁ-t)+(lo —%)cos(ﬁ-t)} (1.25)

. . L. . 1 Cn :
in care s-a renotat cu [ partea sa imaginard, iar termenii “1” (1 -V, ;E trebuie ntelesi

cd reprezintd 1V (valoarea excitatiei, u(t)). In acest mod, se poate constata cu usurinta ci
expresia (1.25) este consistenta din punct de vedere dimensional.
Numeric, rezulta:

i(t)=1+ e‘“)s’”((w+ % 1, —1j-sin(2-105n t)+ (1, —1)-cos(2-10° - t)j .
De exemplu, cu conditii initiale nule, rezulta:

1 (t) =1+ e’ms""t g

: sin(2 107t - arctg(4)).

Observatii
e Regimul tranzitoriu este puternic amortizat datoritd valorii mari a parametrului o.
Practic, durata sa nu depaseste 10 us, adica o perioada a oscilatiei proprii.
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e Sistemul este stabil, intrucdt componenta sa tranzitorie este amortizatd
(limilt (t)= oj. Rezultd de aici ci un SAI este stabil daci ridicinile ecuatiei
t—owo 1

caracteristice au partea reali negativa. Daca partea lor reald este nula, atunci

neamortizat, rezultind o oscilatie de amplitudine constantd), iar in cazul unor
radacini cu partea reala pozitiva, SAI este instabil (in (1.25), dacd —oa > 0, atunci
regimul tranzitoriu este nemarginit: limi, (t)=o0).

tooo 1

1.3.3. Functia de transfer

Se defineste functia de transfer (FDT) a unui sistem raportul dintre transformatele Laplace

_Y(s)
H(s):= XG) (1.26)
Functia de transfer mai poate fi intalnita si sub denumirea de functie de sistem.
Daca X(s) si Y(s) au aceeasi semnificatie fizicd, atunci FDT se mai numeste castig si este
uzuald notatia G(s) (Gain). Dupd cum |G(S)> 1| sau |G(s)<1 , castigul se mai numeste
amplificare, respectiv atenuare.
Definitia (1.26) se poate scrie echivalent sub forma:

Y(s)=X(s)-H(s), (1.27)
si tinand cont de teorema produsului de convolutie:
L(x(t)®h(t)) = X(s)- H(s) (1.28)

rezultd ca raspunsul poate fi determinat (i) prin convolutia semnalului de intrare (cauzal)
cu functia de transfer, h(t):

0 t
y(t)=x(t)®h(t)= Ix(r)- h(t—t)dt = jx(t)- h(t —t)dt (1.29)
—o0 0
De asemenea, se poate observa in (1.26) ca dacd X(s)=1, atunci Y(s)= H(s). Cum se stie
ca transformata Laplace a impulsului Dirac este:
L(t) =1,
rezultd ci FDT este raspunsul sistemului atunci cind excitatia este x(t)=5(t).

Din acest motiv, L'/(FDT) se mai numeste si functie pondere, h(t), a sistemului, adica
raspunsul acestuia la impulsul Dirac.

8(t) h(t) Aceste afirmatii pot fi demonstrate (si) mai riguros,
—| SAI — deoarece premisa rationamentelor anterioare este
2) aceea cd FDT a unui SAI nu depinde de excitatie,
ceea ce poate fi considerat ca evident, pentru ca in
8(t-t) SAL h(t-7) caz contrar trebuie acceptatd ideea ca sistemul fsi
- - adapteazd comportamentul dupa excitatie.
b) Astfel, se va considera ca h(t) este raspunsul
x(1)8(t—1)dr x(t)h(t-t)de sistemului la excitatia x(t) = 8(t) (figura 1.5a). Cum
» SAI > . . .
x(t) este invariant la convolutia cu 3(t):
C) ©
Jx(r)S(t—t)dr Ix(r)h(t—T)dT X(t) = X(t)@ 8('[) = J.X(’t)- 8('[ - ‘C)d’t,
= > SAL = > sau, tinand cont de cauzalitatea excitatiei x(t):

i 15 x(0)=x(0)@ 8(0) = [ ()-8t - ke

Deducerea raspunsului prin convolutie 0
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Altfel spus, excitatia poate fi consideratd cd este constituitd din esantioanele sale
elementare  x(t)-8(t—t)dt (figura 1.5¢c). Cum SAI este invariant in timp

(8(t) > h(t)=8(t —t) > h(t — 1) — figura 1.5b), si liniar ((x(t)-8(t — 1) = x(t)-h(t—1)) —
figura 1.5¢), prin superpozitia raspunsurilor elementare (corespunzatoare superpozitiei
excitatiilor elementare), se obtine raspunsul global — figura 1.5d:

o0

0 t
IX(T)- §(t —t)dt — IX(T)- h(t—t)dt = Jx(t)- h(t —t)dt,
o o 0
adica
t
(1) = [x(2)- h(t - 2hx = x()® h(t) < Y(s) = X(s)- HE).
0
Importanta cunoasterii functiei pondere este evidentd: cu ajutorul ei se poate determina
raspunsul SAI la oricare alta excitatie, cu ajutorul (1.29).
In mod similar, se defineste functia indiciald a SAI (raspunsul indicial), r(t), ca raspunsul
sistemului la semnalul treapta unitate (x(t) = u(t)).
Tinand cont de (1.29), se scrie ca:
t

t
r(t)=u(t)®h(t)= J.h(’t)- u(t—t)dr = jh(r)dt (1.30)
0 0
In continuare se va cauta o relatie de tipul (1.29), adicd determinarea riaspunsului y(t) la o
excitatie oarecare, dacd r(t) este cunoscut. Tinand cont ca in produsul de convolutie se
poate aplica derivarea si integrarea, din (1.29) rezulta:

0

t
y(t) = X'(t)® jh(r)dr(lio)x'(t)® r(t) = J.x'(t)o r(t - T)d‘t (1.31)
In domeniul frecvent;a“l_, relatia (1.31) devine: _

Y(s)=s-X(s)-R(s) (1.32)
Aplicatie: Sa se determine raspunsul sistemului din figura 1.6a, excitatia fiind tensiunea
reprezentata in figura 1.6b.

x(t
R 1

oﬁ
lx(t) C )Y(t) =uc
S

a)

X’ (t)4

)

Fig. 1.6

Determinarea raspunsului cu ajutorul functiei indiciale

Functia de transfer:

L t
. 1 1 —
H(s)=—C = = h(t)= e RC
R4+ L l+s:R:C R-C
s-C
Conform (1.30), rezulta raspunsul la u(t):
; vt | _t
r(t)zj'h(r)drz%.je RCdr=_e RC| —]_g RC
0 "~

Cum x'(t)=u(t) pentru te [0;1], conform (1.31) rezulta:

t

y(t)=x(t)®r(t)= J.X'(t)~r(t —1)dt

0
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\ ;1
Dar (figura 1.6¢) x (t) = {u(t) pentru te [0’ ], rezultd ca:
0 pentru t>1

t et

IX t—T)dT—I ()-[l—e R'C]drz

0
-t

t+R~C-{e R'C—lj pentru tef0;1]

B BRERNC
1+R-C{e RC ¢ R'CJ pentru t>1

1.4. ALGEBRA FUNCTIILOR DE TRANSFER

Mai multe sisteme, fiecare dintre ele fiind caracterizat de o functie de transfer, pot fi
interconectate intre ele. Algebra functiilor de transfer stabileste reguli de calcul a FDT
pentru sistemul obtinut astfel.
» Legarea in cascada

¥ils) Grts) Ya(s) Cats) ¥als) Ty 18] ) Tols)
— — -
5]
Fig. 1.7

Legarea in cascada a sistemelor
In figura 1.7 se poate observa cd legarea in cascadd (cascadarea) inseamna conectarea
iesirii unui sistem la intrarea urmatorului. Rezulta ca:

Y, (s)
G.(s)=
©=3)
Y. (s)
G,(s)=—2 Y, (s
07310 = 66 2 -6,61 6,66, (139
Y, (s)
Gn(S)
Ynfl (S)
= Legarea in paralel
LG RPN o A
Fals)
= IREOR i) O o)
Cu(®) G [
a) b)
Fig. 1.8

Legarea in paralel a sistemelor:
a) cu elemental de comparatie la intrare; b) cu elemental de comparatie la iesire

v Cu elementul de comparatie la intrare
Schema unei astfel de conexiuni poate fi urmarita in figura 1.8a. Marimea de

intrare este:
Y; (s) =Y, (s)i Y, (s)i 1Y) (s)

1
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Rezulta ca:

Y, (s)
G __o
l() Yl((S))
Y, (s
G,(s)=" _Yo(s) _ Y, (5) _ 1
Y. = G(S = = =
R0l G 7S R S PSP § R R R
Y, (s) Gi(s)” Go(5) " Gals)
G,(s)="
Yn—l(s)
Functia de transfer a sistemului echivalent devine in acest caz:
b1 + ! +..t ! (1.34)

G(s) Gi(s) Gols) " Gyuls)
v" Cu elementul de comparatie la iesire
Schema unei astfel de conexiuni poate fi urmarita in figura 1.8b. Marimea de iesire
este:
Y, (s)=Y,(s)£ Y, (s)£... 2 Y, (s)
Rezulta ca functia de transfer a sistemului echivalent devine in acest caz:

IRAONR AOER AOEED AC H A
G(s)= Y.(s) = Y. (s) =G (s)£G,(s)*..£G,(s) (1.35)

= Legarea cu reactie

Ti(s) o Vel £ ¥ Tol5)
%), @ TiE) £ Ve (5) T » Vs Ges) . —IG(S) Yal(8)
Fors) I+ 5
G(s)
a) b)
Fig. 1.9

Legarea cu reactie a sistemelor:
a) Schema de principiu; b) Schema echivalenta

Schema unei astfel de conexiuni poate fi urmdrita in figura 1.9a. Se poate observa ca
legarea cu reactie este cazul particular (dar deosebit de important) n =2 de legare
paralel cu elementul de comparatie la intrare.

Din (1.34) rezulta functia de transfer a sistemului cu reactie:

_G6)Gs) - G6)
GO(S)_ G(s)i Gr(s) - 1+ G(s) (1.36)
G, (s)

unde s-a notat Go(s) functia de transfer a sistemului cu reactie, G(s) functia de transfer
a sistemului fara reactie (in bucla deschisa) si cu Gi(s) functia de transfer a sistemului
de reactie. Daca in (1.36) semnul este “plus” (semnalul de reactie si cel de intrare sunt
in fazd), atunci reactia se numeste pozitiva, iar daca semnul este “minus” (semnalul de
reactie si cel de intrare sunt in antifazd), atunci reactia se numeste negativa. Se poate
observa ca reactia Inseamna practic aducerea la intrare a unei fractiuni din semnalul de
iesire.

Daci reactia este total (G, (s) = 1< Y, (s)= Y, (s)), atunci (1.36) devine:

G,(s)= liG((}S()s) (1.36a)

Se mai poate observa ca legarea cu reactie poate fi echivalatd cu cascadarea a doud

sisteme cu functiile de transfer G(s) si Hﬁégy (figura 1.9b).
T G,(5)

1.12



2. ANALIZA iN FRECVENIA A SISTEMELOR ELECTRICE
SI ELECTRONICE

In paragrafele anterioare s-au prezentat metode de analizi a comportirii SAI in (domeniul)
timp. Punctul comun al metodelor prezentate este determinarea functiei de transfer, H(s),
diferenta intre ele fiind datd de modul in care se lucreaza cu aceasta pentru determinarea
raspunsului y(t).

Rezultad ca se poate pune problema determindrii comportamentului SAI (adica a FDT) in
domeniul “s”, adica dependenta H = H(s) (analiza in domeniul “s”).

Cum insda s=oc+jo (“frecventa complexd”), iar partea sa reald, ¢ este cea care
caracterizeaza regimul tranzitoriu, rezulta ca prin substitutia s — jo, H(s) devine H( j0)) si
astfel se poate studia dependenta H = H(jm) (analiza in frecventd). Cum H(s) sau H(jco)
se exprimate printr-un raport (in majoritatea situatiilor adimensional, adica Y(joa) s
X(j(o) au aceeasi semnificatie fizicd), se vor reaminti cateva notiuni In legiturd cu
exprimarea unor astfel de marimi.

2.1. EXPRIMAREA LOGARITMICA A MARIMILOR DEFINITE CA RAPOARTE

Logaritmii prezinta proprietatea de a transforma produsele n sume:
log, (x - y)=log, x +log, y

loga(ij = loga X = loga y
y

Deoarece algebra functiilor de transfer presupune lucrul cu rapoarte, este mult mai comoda
logaritmarea acestora.
Decibelul (dB) este prin definitie o unitate de masura logaritmica ce exprima valoarea unei
marimi fizice (de obicei putere), raportati la o valoare de referintd (implicitd sau
explicitd) a acesteia.
Exprimand valoarea unui raport intre doud marimi exprimate in aceleasi unititi, desigur ca
dB este o unitate (de “masura”) adimensionala; 1dB este a zecea parte dintr-un Bel (B).
Exprimarea in decibeli este extrem de folositoare in stiintd si tehnica (de exemplu in
acustica si electrotehnicéd/electronicd), conferind avantaje ca:

e finlocuirea inmultirii rapoartelor cu adundri/scaderi;

e posibilitatea exprimarii convenabile a numerelor foarte mici sau foarte mari;

e exprimarea marimilor in unitati logaritmice, ceea ce corespunde mai bine perceptiei

umane (a sunetului sau a luminii de exemplu).

Exprimarea rapoartelor de puteri (electrice) — sau amplificarea in putere — in decibeli este:

II)’_O :10-15;11))—O (2.1)
1 dB 1
unde P; este puterea de la intrarea circuitului, iar P,, puterea de la iesirea circuitului.
In domeniul marimilor electrice, pentru a defini in dB raportul intre doud tensiuni sau
curenti (amplificarea in tensiune/curent) se utilizeaza relatia:

PO UO 'IO

P U L

1

Daca cele douad tensiuni U, si U; se aplica succesiv aceleiasi rezistente (impedante), sau
simultan pe doua rezistente (impedante) identice, in care se produc curentii I, si [;, atunci:
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si din (2.1) se obtine:

P U I
=10-1g—>=20-1g—>=20-1g = 2.2
g5 g5 g (2.2)

dB i i i

o

i

Concluzie:
La un numar dat de decibeli raportul puterilor corespunde patratului raportului tensiunilor
respectiv curentilor, ca in tabelul 2.1.

Tab 2.1
Corespondenta dintre un numér dat de dB si raportul puterilor, raportul tensiunilor
respectiv curentilor.

P, 1,25 | 1,58 5,01 7,94 10
P ) S| 2512 | 3162 | 3981 | )7 | 6310 | T 10
X[dB] | 1 2 4 5 6 7 8 9 10 | 20
U, I, [ 1,12 ] 1,25 2,23 2,81 | 3,16
Ul o | 1585 | 1778 | 1,995 | TgT | 2,512 | T 10
Exemple:

IW.

1. Puterea de intrare intr-un amplificator este P; =0,ImW, iar cea de iesire este P,
Amplificarea in putere exprimata in dB va fi:
P 1
A,=10-1g—=10-1Ig W
P, 107*W
2. Daca tensiunea de intrare este U; =10mV , iar cea de iesire este U, =10V amplificarea

=40dB

in tensiune va fi:

U, ~20.1g 10V
U, 1072V

3. Unele circuite atenueaza semnalele. Astfel daca, de exemplu, la intrarea intr-o linie
telefonica tensiunea are valoarea de 0,7 V si la iesirea din linie tensiunea este de 0,07 V,
atenuarea in dB va fi:

U 0,07V
a=20-1g—2=20-1g =—20dB
U; 0,7V
Altfel spus, daca valoarea in dB a functiei de transfer a circuitului este pozitiva, atunci se
spune ca circuitul amplifica, iar functia de transfer se noteazd in mod uzual cu “A”; daca
valoarea in dB a functiei de transfer a circuitului este negativa, atunci se spune ca circuitul

atenueaza, iar functia de transfer se noteaza in mod uzual cu “a”.

Ay =20-1g =60dB

Observatii:

In cadrul definitiei s-a specificat ci referinta (numitorul) raportului ce se exprimi in
decibeli poate fi implicita sau expliciti. In cazurile prezentate, este evident ca referinta este
explicita (valoarea puterii, respectiv a tensiunii/curentului de intrare), astfel ca decibelul
rezultd ca o unitate de masura relativa.
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Daca nivelul de referinta (sau, echivalent, nivelul de 0dB) este implicit, atunci decibelul
devine o unitate de masurd absoluta, simbolul dB fiind insotit In aceste cazuri de sufixe
explicative. De exemplu:

1. Dacd P, =ImW, atunci exprimarea puterii in dBm (milliwatt) este:

PO
Py| n. =10-1g — (2.3)

(de 10 ori logaritmul zecimal al puterii P,, exprimata in miliwatts).

2. In tehnica audio, o unitate des folositi este dBu (unloaded; de asemenea, u
“seamdnd” cu v, dBv fiind vechiul nume al acestei unitdti). Referinta acestei unitati
de masura este o tensiune a carei valoare efectivd (RMS — Root Mean Square) este
U, =0,775V . Aceastd valoare a fost aleasd din ratiuni istorice, deoarece o

tensiune de 0,775V dezvoltd o putere de ImW intr-o rezistentd de 600Q2, ce era
valoarea standard a impedantei circuitelor audio profesionale caracterizate de
impedanta micd. Rezulta ca:

U
U =20-1g——— 24
° |dB“ 8 0,775V @4

3. Daca U =1Vpyg, atunci exprimarea tensiunii in dBV este:

UO
U,y =20-1g o (2.5)

(de 10 ori logaritmul zecimal al tensiunii U,, exprimatd in volts).
4. In acustica, dB este folosit pentru exprimarea nivelului sunetului. Se foloseste ca o
unitate de masura absolutd, nivelul de referinta al presiunii fiind p, = 20 uPa (care

este acceptat ca fiind pragul de audibilitate al unei urechi normale; aproximativ

A . < N
“zgomotul” produs de un tantar aflat la o distanta de cca. 3m; 1Pa=1—7:;
m

latm = 10° Pa ). Desi notarea corecti a acestei unitati de masura ar fi dBgpy, (Sound

Pressure Level), totusi notatia uzuald este dB. Rezultd cd nu trebuie confundata
exprimarea relativd a unor rapoarte in dB cu exprimarea absolutd a nivelului sonor
in “aceeasi” unitate de masura:

p

L,|, =20 lg— (2.6)

5. Variatia minima de intensitate sonord, perceptibild pentru o ureche normala —
mijlocie, fara incordarea atentiei, este de 25,9 %, corespunzatoare unui raport de
energii sau puteri acustice:

P _
W P 9592101 2.7)

2 2
Din acest motiv s-au adoptat logaritmii zecimali pentru exprimarile logaritmice
prezentate. De asemenea, exprimarea logaritmica este consecinta naturala a legii
fiziologice generale ale Iui Weber — Fechner: “Intensitatea senzatiei creste cu
logaritmul excitatiei”.

6. In tehnicd se mai foloseste inca o unitate logaritmica de masurare a raportului de

. < . 9 : . P
puteri: neperul. Numarul de neperi corespunzator unui raport oarecare de puteri P—O

1

se calculeaza cu relatia:

P P
X=ln—=>=23-1g—=> , 2.8
=231 [Np] 2:8)

1 1
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expresie ce provine din simpla schimbare a bazei logaritmilor (2,3=1n10).

Corespondenta dintre cele doua unitati de méasurare este urmatoarea:
1dB =8,686 Np

INp=0,1151dB
2.2. CARACTERISTICI DE FRECVENTA

2.9)

Se stie ca un numar complex z = X + jy se poate exprima sub forma (trigonometrica):
4

Z=X+]jy= |Z| . Fare(?)
unde:

|z| = /x> +y? (modulul numarului complex)

arg(z) = arctg(lj (argumentul numarului complex).
X

. . Fig.2.1

Modulul si argumentul se pot observa si in figura 2.1. Reprezentarea ;%merelor complexe
In tehnica, argumentul se mai numeste si faza. in plan
Rezulta ca se vor defini urmatoarele caracteristici de frecventa:

e Caracteristica de amplitudine: A(m) = |H(jm] (2.10)

e Caracteristica de fazi: o(w)= arg(H(jo)) (2.11)

¢ Timpul de intarziere (propagare) de grup: t, = _d(g_(oa) (2.12)

®

sau, (mai) pe scurt, intarzierea de grup.
Cele mai folosite sunt caracteristicile de amplitudine si de faza.
Reprezentarea punct cu punct a variatiilor (2.10) si (2.11) in raport cu frecventa poate
necesita un mare volum de munca. Din acest motiv s-a elaborat o metoda aproximativa
care permite trasarea rapidd a acestor caracteristici, diagramele rezultate fiind cunoscute
sub numele de caracteristici Bode. Metoda se bazeaza pe utilizarea functiei de transfer
sub formd logaritmicd, reprezentarea facandu-se in functie de logaritmul (zecimal al)
frecventei.
Modul de trasare a caracteristicilor Bode poate fi inteles cel mai bine pe un exemplu.
Fie urmatoarea functie de transfer (FDT):

(jro-0)"-(+j-0-1,)" -(+j-0-1,)

H(j-0)=K- (2.13)
(+jo1) (+jo1,)
Definitie:
e Raidacinile numaratorului functiei de transfer se numesc zerouri;
e Raidacinile numitorului functiei de transfer se numesc poli.
Rezultad ca zerourile (polii) unei functii de transfer pot fi simple (simpli) sau multiple
(multipli), de un anumit ordin (ca in exemplul de fata).
Cu notatiile:

1+((o-1:1)2

K, =
K, = 1+(c0-12)2
K, =

[3S)

1+(o0-15)

K, =w/1+(co'r4)2 ,

functia de transfer (2.13) se poate scrie sub forma trigonometrica:
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((m:)m -«axp(j-m;j-K}1 -43xp(j-n-arctg((m:1))-K3p -exp(j-p-arctg((m:3 ))
H(j-0)=K-

K} -exp(j- u-arctg(ot, ))-K} -exp(j- v -arctg(wt, )

= A0)-exp(j- o(w))
unde:

K-K"KP (w-T)"
A((D)Z lKu 3KS )
2 "y

(2.14)

o(®)=m- g +n-arctg(w- 1, )+ p-arctg(o- ;) —u - arctg(w- T, ) - v-arctg(w-t,) (2.15)
Exprimarea logaritmica a functiei de transfer este:
In[H(j-0)]=In[A(0)]+ j-o(v) (2.16)
Din (2.14), (2.15) si (2.16), rezulta expresiile celor doud caracteristici Bode:
e (aracteristica de amplitudine (exprimata in dB):

A0) = Refin[H(j- )]}

In10

=20- [lg (K)+1g (K'l1 )+ Ig (Kg )+ lg(o7)™ —1g (KE )— Ig (KX )]
o Caracteristica de faza:

¢(o) = Im{in[H(j- o] =

:m-§+n-arctg(oo-tl)+p-arctg((o-r3)—u-arctg(m-tz)—V-arctg((o-t4)

(2.17)

(2.18)

Din (2.17) si (2.18) se deduc urmatoarele “reguli” de scriere a celor doud componente ale
functiei de transfer:

e Modulul total in dB se determind prin sumarea algebrica a valorilor modulelor in
dB ale factorilor FDT;

e Unghiul de faza (defazajul) se afla prin sumarea algebrica a argumentelor fiecarui
factor al FDT.

in general, FDT pot cuprinde:
e Factori independenti de frecventa: K;
e Factori corespunzand unor zerouri/poli in origine, cu ordinul de multiplicitate m:
(o)™
e Factori corespunzand unor zerouri/poli, cu ordinul de multiplicitate m:
: tm
(1 +jo 1:) ;

e Factori corespunzand unor zerouri/poli cuadratici, cu ordinul de multiplicitate m:

2 +m
[(j-ﬂj +2-j-8-ﬂ+1] .
Q) ®g

Caracteristicile de frecventd se reprezintd folosind o scara logaritmica pe abscisd (axa

frecventelor) si una liniara pe axa ordonatelor (dB pentru caracteristica de amplitudine si
grade sau radiani pentru caracteristica de faza).

2.2.1 Caracteristica de frecventa corespunzitoare constantelor

Constanta (sau factorul independent de frecventd) K se reprezintd grafic pe baza relatiei:
K| . =20-1gK (2.19)

Unde K reprezinta produsul tuturor factorilor in dependenti de frecventa ai FDT. Relatia
(2.19) este reprezentata in figura 2.2, pentru K > 1.

2.5



K| t9

20 1gK

¥
¥

a) b)

Fig. 2.2. Caracteristicile de frecventd ale unei constante:
a) Caracteristica de amplitudine;
b) Caracteristica de faza

2.2.2 Caracteristica de frecventa corespunzatoare zerourilor si polilor in origine
Caracteristica logaritmica in acest caz devine:

In(j-o-t)™ =+m-In(e-t)+ j-m-90° (2.20)
Rezulta ca |A| . i20-m-lg((o-r), iar @ =+m-90°, pentru zerouri cu semnul “+”, iar

pentru poli cu semnul “—.
Se defineste decada (dec) ca fiind orice interval [03;10 . 03] (Igw variaza cu o unitate). Se

poate observa cd panta caracteristicii de amplitudine (liniard, datorita adoptarii scarii

logaritmice pe abscisd) este + 20d— .
dec

Relatiile (2.20) sunt reprezentate in figura 2.3.
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Fig. 2.3. Caracteristicile de frecventa ale zerourilor/polilor in origine:
a) Caracteristica de amplitudine pentru zerouri multiple de ordinul m;
b) Caracteristica de faza pentru zerouri multiple de ordinul m;
¢) Caracteristica de amplitudine pentru poli multipli de ordinul m;
d) Caracteristica de faza pentru poli multipli de ordinul m.

Observatie

S-a specificat faptul ca pe axa frecventelor (sau pulsatiilor, ®, proportionale cu frecventa:
o =2-1-f) se va folosi o scard logaritmica. Aceasta Inseamna ca pe abscisa se reprezinta
de fapt pozitia valorilor lgw, ceea ce face ca punctele ® si 10-® sa fie echidistante
(unitatea pe axa frecventelor este o decadi). Intrucit in expresiile FDT apar marimile
(adimensionale!) -7, la reprezentirile grafice din figura 2.3 s-a folosit ca variabila pe
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axa frecventelor marimea 1g(03 . r). Pentru a face graficele mai usor de interpretat (a nu se

uita cd discutia are ca subiect caracteristicile de frecventa), s-a preferat reprezentarea pe
axa a valorilor frecventelor corespunzitoare decadelor marimii ®-t, in locul notatiilor

lipsite de continut, ca: 1 in loc de l, 10 in loc de E, 100 in loc de @ etc. Aceeasi

T T T
conventie va fi folosita si la caracteristicile ce vor urma in continuare. Evident ca, datorita
o o : 1 10 100 o
scarii logaritmice, punctele respective | —,—,—,...| vor fi echidistante pe axa
T T T

absciselor, dupa cum deja s-a mentionat (si reiese clar din cele de) mai sus.
2.2.3 Caracteristica de frecventa corespunzitoare zerourilor si polilor oarecare

Caracteristica logaritmica in acest caz devine:

In(l+j o-t)" = i%-ln(l+(m-t)2)ij-m-arctg(m-r) (2.21)

Rezultd ca |A|dB =i20o%olg(l+(w~r)2), iar ¢ =+tm-arctg(m-t), pentru zerouri cu

semnul “+”, iar pentru poli cu semnul “-.
Relatiile (2.21) sunt reprezentate in figura 2.4.
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Fig. 2.4. Caracteristicile de frecventa ale zerourilor/polilor oarecare:
a) Caracteristica de amplitudine pentru zerouri multiple de ordinul m;
b) Caracteristica de faza pentru zerouri multiple de ordinul m;

c) Caracteristica de amplitudine pentru poli multipli de ordinul m;
d) Caracteristica de faza pentru poli multipli de ordinul m.

In figurile 2.4 s-au reprezentat atit caracteristicile reale, cit si cele asimptotice. Acestea din
urma reprezintd aproximari (liniarizari) ale celor reale si se obtin dupa cum urmeaza:

. 1 . .
e Pentru valori ® << —, adica | ® < , deoarece ®-1 << 1, rezultd ca |A| g 0;

T 0.t
si @=0. In consecinti, dreptele |A||dB =0 si ¢=0 sunt asimptote ale
caracteristicilor de amplitudine, respectiv de faza;
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. 1 D 10 ..
Pentru valori ®>>—, adicA |®w>—|, deoarece w-t>>1, rezultd ca
T T

|A|dB = i20-m-1g(m-r); si @=490° -m, adica se regdsesc caracteristicile de la

T .. 5 dB |
zerouri/poli in origine, care sunt drepte de panta i20-m-d— in cazul
ec

caracteristicii de amplitudine, respectiv dreptele @=+m-90° in cazul

e .= . g dB .
caracteristicii de faza. In consecintd, dreapta de pantd +20-m- dec care trece prin
ec

| . 9 o T
punctul de abscisd — este asimptotd a caracteristicii de amplitudine, iar dreapta
T

¢ =+m-90° este asimptota a caracteristicii de faza;
Caracteristica asimptotica de amplitudine este formata din cele doud asimptote ale

. 1 .. o . o
acesteia frecventa o =— fiind denumitd punct de frangere (a caracteristicii de
T

amplitudine); abaterea maxima intre caracteristica reala si cea asimptotica se obtine
I .
pentru ® = — si are valoarea:
T
m 1Y
€ =120-—-Ig/1+| —-1| [=13-mdB,
2 T
ceea ce corespunde unei amplificiri A = V2 in cazul unui zero (semnul “+”),

. . .. 1, .
respectiv unei atenuari a = — in cazul unui pol (semnul “—);

N

_ - _ 1
Caracteristica de faza este formata din dreptele ¢=0 pentru ®< TR
T

10 . . . .
¢=+m-90° pentru ®>—, unite printr-o a treia, care (evident) are panta de
T

o

1 . 10 A
1 ; frecventele ® = — i @ = — se numesc de asemenea puncte de frangere
ec T T

(a caracteristicii de fazd). Eroarea maximad (in valoare absolutid) se obtine in

+m-

1 . 10
punctele ® =— si ® =—, avand valoarea:
T T

le|” = m-arctg(l : rj =m-571°
T

Se poate observa cd aproximadrile asimptotice sunt intru totul acceptabile in cazul
radacinilor (zerouri/poli) simple (rn =1), si susceptibile de Tmbunatatiri (de exemplu,
liniarizari prin mai multe segmente de dreaptd) in cazul radacinilor multiple.

2.2.4 Factori cuadratici

. .. . m o gw .
Daca FDT contine expresii de tipul (s2 +2-0c-s+(o§) cu radacini complexe, atunci

acestea se numesc factori cuadratici. La analiza 1n frecventa, cu substitutia s — jo rezulta:

tm

((j-m)2+2-oc-j-oo+oogrm :(—m2+2-oc-j-co+cog)

Daca se considera a =0-w,, atunci este evident cd pentru =1 se obtine un zero/pol

dublu, iar pentru & >1 doud zerouri/poli simpli, cazuri discutate mai sus. Rezultd ca
singurul caz de studiat este 6 <1, factorul cuadratic scriindu-se sub forma:
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2
Qljw)= 0™ | 1+2:5-j = | & (2.22)
®y  \ O
Aplicand (2.17) si (2.18), rezulta ca:
272 2
A(0),, = #40-m-Iglo, J£10-m-1gf [1-| 2 | | 14572 (2.23)
®, ®,

2.5.1 2
®
o(®) = +m-arctg 0 5 (2.24)
| @
®

In figura 2.5 sunt prezentate caracteristicile de amplitudine si de fazi pentru factori
cuadratici (zerouri, respectiv poli cuadratici de ordinul m). La trasarea caracteristicilor de

amplitudine s-a facut abstractie de constanta £40-m- Ig(ooo )

Caracteristica
asimptotica

5=0,3 ©
0.1 10 o,
6=0,05
a) b)
o(o)
0,3 o ©
o §=0,05 o
0.1 N 10 01>~ 10
Caracteristica SN—6=0,15
asimptotica Caracteristica
asimptotici —m-90°
—-m-180° -
c) d

Fig. 2.5. Caracteristicile de frecventa ale zerourilor/polilor cuadratici:
e) Caracteristica de amplitudine pentru zerouri multiple de ordinul m;
f) Caracteristica de faza pentru zerouri multiple de ordinul m;

g) Caracteristica de amplitudine pentru poli multipli de ordinul m;
h) Caracteristica de faza pentru poli multipli de ordinul m.

Observatie:
Analizand expresia (2.24), se poate observa cé faza prezintd o discontinuitate atunci cand
- : T T
= - a = —0)=*+— = T
® = 0, . Intr-adevar, wlggo ®(0):= (o, -0)=+ 2 s mlggo D(0):= D(w, +0)=F 5 Cum
W<y >0

o astfel de situatie este inacceptabila practic (defazajul nu poate avea o astfel de variatie in
vecindtatea frecventei ®, ), relatia fazei se corecteaza astfel:
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2.5.| ©
+m-arctg “)02 pentrumgél
-2 "
olw)= > (2.25)
2.5.] 2
+m-| arctg —0302 +7 pentrum2>1
-2 "
®g

In figura 2.5 caracteristicile de fazi s-au reprezentat in conformitate cu (2.25). De

asemenea, s-au reprezentat si caracteristicile asimptotice. Acestea sunt caracterizate de
o

in cazul

dB | o o g :
pantele +40- md— in cazul caracteristicilor de amplitudine, respectiv + m- 4
ec ec

caracteristicilor de faza, dupa cum se poate constata cu usurintd din (2.23 si (2.25). De
asemenea, se poate constata ca abaterile Intre caracteristicile reale si cele asimptotice sunt
mai mari, cu un extrem la frecventa ® = ®, in cazul caracteristicilor de amplitudine, dupa

cum se poate obtine imediat prin derivarea expresiei (2.23). De asemenea, tot prin
derivarea expresiei (2.23) se poate constata cd valoarea absolutd a acestei abateri este

e 1 < .
minimd pentru :E’ dupa cum se poate observa in figura 2.6 unde sunt prezentate

caracteristicile de amplitudine si de fazd pentru un pol cuadratic de ordinul m,
corespunzatoare acestui caz. Este evident ca aceste caracteristici sunt cele mai apropiate de
cele asimptotice, atat pentru polii/zerourile simple cat si cuadratice.

A
|A(c0)| " o
A
olo
6=0,5 o
o @0
0.1 015~ 1 10
Caracteristica -
asimptotica Caracteristica
asimptotici —m-90°[\~ <
~ ~ -
~
-m-180°% ..
a) b)

Fig. 2.6. Caracteristicile de frecventa ale polilor cuadratici pentru & = % :

1) Caracteristica de amplitudine pentru poli multipli de ordinul m;
j)  Caracteristica de fazd pentru poli multipli de ordinul m.

2.2.5 Exemplu de trasare a caracteristicilor de frecventa

Cele mentionate in paragrafele anterioare vor fi exemplificate prin reprezentarea
caracteristicilor de transfer ale FDT:
1+j--107
(1+]j-0)-l+j-o-107*)
Caracteristica logaritmica de amplitudine este:

G(j-w)=10"-
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(o), =20-1g10*- =

Vi+ o’ -\/1-4-(0)-10_4)2
=80-20-Igv1+ " +20-1gy1+ (0102 =20-1gy/1+(0-10f

Se observd cd FDT este caracterizatd de zeroul simplu z =107 si polii simpli p, =1 si
p, =107,
Caracteristica de faza (defazajul) este:
-2 -4
o(0) = —arctg(w) + arctg(m'lo )—arctg(co~10 )
Termenii ce apar in caracteristicile de amplitudine si de faza au fost scrisi in ordinea

crescatoare a pulsatiilor de fringere ce apar; cele doud caracteristici de frecventd sunt
reprezentate in figura 2.7.

tlal| g
Caracteristica asimptoticd
s0T Catracteristica reald
40 ——
T
1F 1o 1l 1 10 102 0% 1o 104 s ¥
a
to )
IR 1ol 1 10 102 10% 104 104 108 m
o —r=-\‘- T i
2120 #
Caracteristica reald
-45°
Catacteristica asimptoticd
780 g
240 \
-age M.
b)

Fig. 2.7. Caracteristici de frecventa:
a) Caracteristica de amplitudine;
b) Caracteristica de faza.

Pentru a desena caracteristicile cerute se pot reprezenta variatiile cu frecventa ale fiecarui
termen in parte si apoi sa se facd o suma lor graficd, sau se poate trasa direct caracteristica
de frecventa cerutd, astfel:
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Fiecare pulsatie de frangere iInseamna intrarea in actiune a unui termen. Rezulta ca se pot
trasa asimptotele caracteristicilor, modificand pantele acestora in stdnga pulsatiei de
fringere cu valoarea pantei din dreapta. De exemplu, asimptotele caracteristicii de
amplitudine sunt:

e dreapta orizontala pentru o <1;

. R : - . - dB
e La =1 intrd In actiune polul p;, astfel ca amplificarea scade cu o pantd de — 20d— .
ec
U e - dB
Rezulta ca asimptota caracteristicii va fi o dreapta cu panta 0+ (— 20) = —20d— ;
ec
2 i en . - . - dB
e La =10~ intrd in actiune zeroul z, astfel cd amplificarea creste cu o pantd de 20d— .
ec
PR e - dB
Rezultd cd asimptota caracteristicii va fi o dreaptd cu panta —20+20= Od_
ec
(orizontald);
e La ©=10" intrd in actiune polul p,, astfel ci amplificarea scade cu o pantd de
dB . e
- 20d—. Rezulta ca asimptota caracteristicii va fi o dreaptd cu panta
ec
dB
0+(-20)=-20—.
dec

Asimptotele caracteristicii de faza se traseaza asemanator.

In figura 2.7 s-au reprezentat atdt caracteristicile asimptotice, cat si cele reale. In cazul
caracteristicii de amplitudine se poate observa ca este cel putin multumitoare caracteristica
asimptoticd, ceea ce nu este valabil si in cazul caracteristicii de faza. Explicatia constd in
faptul ca frecventele de frangere sunt foarte “dese” (intre @=10"" si ®=10" nu existd
paliere ale caracteristicii asimptotice). Rezultd ca existd cazuri in care intrd in actiune doi
termeni ai caracteristicii de faza, ceea ce face sa creasca abaterile intre caracteristica reala
si cea asimptotica. De exemplu, in jurul valorii ® =10, defazajul introdus de polul p; se
apropie de -90°, simultan insd cu intrarea in actiune a zeroului z, ce incepe cresterea
defazajului catre +90°. Acest fapt se traduce intr-o abatere maxima (dubla fatd de situatia
influentei unui singur punct de frangere) de cca. 12°.

Rezultd cd adoptarea sau nu a caracteristicilor asimptotice trebuie facuta cu atentie,
observand in prealabil distributia zerourilor si a polilor pe axa frecventelor.

2.2.6 Metoda locului de transfer (caracteristica Nyquist)

Ca orice numar complex, H(jm) se poate reprezenta printr-un vector in plan. Locul de
transfer (sau caracteristica Nyquist) este locul geometric in planul complex al varfului
vectorului H(jo), atunci cand o variazi teoretic de la — o la oo, practic de la 0 la oo,

Im(H(jo))4 In figura 2.8 este prezentat un exemplu de
loc de transfer. Pentru un punct M de pe
O(D:w ©=0 > locul de transfer, caruia ii corespunde
() Re(H(jo)) pulsatia ., amplificarea si defazajul se
Alw.)=OP determina direct pe grafic:
o creste .
Aljoo.) = [H(joo. | = OP| = OP;
—~ Pro=o o(o. )= arg(H(jo. ).
H(w. )= OP Caracteristica Nyquist se poate folosi si

pentru studiul stabilitatii  sistemului.
Exista mai multe teoreme de stabilitate.
Un sistem cu polii in semiplanul sting (cu partea reali negativi) este stabil daca locul
de transfer nu inconjoara originea.

Fig. 2.8. Caracteristica Nyquist
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3. SISTEME IN TIMP DISCRET

In continuare se vor studia sisteme numerice invariabile in timp (SNI), fira stare initiald
(initial in repaos).

3.1. SISTEME NUMERICE INVARIABILE iN TIMP

In practica (electronicd, telecomunicatii) sistemele ce
functioneazd cu semnale numerice (figura 3.1) pot fi Xl ) s ﬂ»
realizate prin circuite de comutatie (comutatoare -
electronice comandate periodic) care esantioneaza _ Fig. 3.' ! _

. . o . . . SNI; Semnalele de intrare §i iesire
(discretizeaza) semnalele sau prin blocuri operationale
care implementeaza functia de transfer (relatia intrare-
iesire) intre semnale numerice.
In functie de natura functiei intrare-iesire, pot exista mai multe tipuri de SNI:

e SNI fard memorie, la care relatia intrare-iesire este de tipul:
y[n] =A- x[n], cu A =ct (3.1)

e SNI cu memorie finita, la care relatia intrare-iesire este de tipul:

y[n]zilAk -x[n—k],cu A, =ct. (3.2)
e SNIcu memorzoinﬁnité, la care relatia intrare-iesire este de tipul:
y[n]= iAk X[n—k],cu A, =ct. (3.3)
e SNIlcu memorl;:)ﬁnité definite recursiv, la care relatia intrare-iesire este de tipul:
y[n]+ in -y[n-k]=x[n], cu B, =ct. (3.4)
k=1

Primele trei tipuri sunt SNI nerecursive, intrucat iesirea este dependentd numai de
esantioanele semnalului de intrare, spre deosebire de al patrulea, la care iegirea depinde
atat de intrare, cat si de un numar de esantioane precedente ale iegirii.

Un exemplu tipic de sistem numeric este un sistem analogic alimentat periodic prin
intermediul unui comutator (electronic), astfel incét durata t1 a impulsului de comanda sa
fie foarte mica in comparatie cu perioada acestuia, T.

°—CK/°T'\N\/—i(Q § vi(t) }t)]
R , g
V(t)\ Vl(t)j TD L I /\/III’
1 E t
o HE
a) b T b
Fig. 3.2

a) Un exemplu de SNI

b) Excitatia vi(t) si raspunsul i(t) in regim permanent
Raspunsul i(t) al sistemului la excitatia vi(t) se poate determina prin metodele prezentate la
studiul sistemelor analogice (rezolvarea ecuatiei diferentiale ce se obtine prin analiza
circuitului).
Presupunand ca sistemul (circuitul RL) din figura 3.2a are la intrare semnalul
v(t)=V-u(t), semnalul vi(t) are forma din figura 3.2b. In functionarea sistemului intr-o
perioada a semnalului vi(t) exista doua intervale de timp, corespunzator cdrora se scriu
ecuatiile:

. O<t<t1:>L-%+R-i:V (3.9
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o t <t<T:>L-$+R-i:0 (3.6)
: dt

Solutia ecuatiilor (3.5) si (3.6) este de forma:
oy
) K,-e "+— pentru0<t<t,
i(t)= R (3.7)

=
K,-e r pentru t, <t<T

L
nde t=— 38
u T R (3.8)

este constanta de timp a circuitului RL, iar Ki si K2 sunt constante de integrare, care se
determina din conditiile initiale. In acest sens, se face precizarea ca initial sistemul este n
repaos, deci I, =0, iar la trecerea de la o perioada la urmatoarea valorile I si I (figura
3.2b) se modifica pana cand circuitul functioneazd in regim permanent si in consecinta

aceste valori se stabilizeaza. Tinand cont de acestea, ca si de continuitatea curentului in
momentul ti, valorile I1 si Iz specifice regimului permanent se determina astfel:

i(0)=11:1<1=11—%
t t - A\Y =
1 1
. -V - I,=le "+—|1-¢ *
1(t1—0)=12:>12:11e K +E(1—e T} — 2 R (3.9)
. Ty
i(t, +0)=1, > K, =1, Le = =1,
Ty
i(T)=1,=Le * =],

Se observa ca s-a obtinut sistemul de ecuatii (3.9) cu necunoscutele 1 si I2, cu solutia:

_h
V l-e *
Izzﬁ. .
1_ T
ge . (3.10)
I Vet -1 -
I_E. _I.e
l-e *

Inlocuind (3.10) in expresiile constantelor Ki si K> din (3.9) si apoi in expresia raspunsului
(3.7), rezulta:

4T
A\ l-e * -1
R l-————e " pentru 0 <t <t
i(t)= . I-e* (.11)
Voer-1 -
'S e’ pentru t; <t<T
l-e *

Trebuie remarcat faptul ca pot exista situatii in care raspunsul SNI reprezinta limita pentru
t, = 0 a raspunsului sistemului la excitatia vi(t). Mai precis, acest lucru este posibil in
cazurile 1n care limita mentionata este nedeterminata. Altfel, (dupd) cum se poate observa

cu usurinta si din exemplul analizat, tinand cont de (3.10) si (3.11), rezulta ca lin}) I, =0,
t >

t
limI, =0 si limi(t)z%-[l—e TJzO,pentrucé (t, >0)=(t—>0).

t1—0 t1—0
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3.2. ANALIZA SNI iN (DOMENIUL) TIMP

Un sistem analogic, cu excitatia x(t) si raspunsul y(t), este caracterizat de o ecuatie
diferentiala (de ordinul n, acelasi cu ordinul sistemului). Dacad se esantioneaza excitatia,
adica x(t) - x[k] si in consecintd y(t)— y[k], tindnd cont cd derivarea semnalului
analogic devine avans In timp al semnalului esantionat (sau comutarea variabilei k),
ecuatia diferentiala se transforma intr-o ecuatie cu diferente finite, de forma:

a, -y[k+n]+ a, -y[k+n —1]+...+al -y[k+1]+ a, -y[k]: 312
=b,, -x[k+m]+b,  -x[k+m—1]+..+b, -x[k +1]+ b, - x[K] G.12)
cu coeficientii ap §i bs constanti, Vp = O,_n si s= Hn ,a, #0; b, #0 iar m <n, pentru
ca raspunsul nu precede excitatia.
Se defineste operatorul de comutatie, E, pentru o functie (de variabild) discreta, f[k]:

E(f[k]) = f[k +1] (3.13)
Rezulta ca se obtine succesiv:

E*(f[k]) = E(E(f[k])) = E(f[k +1]) = f[k + 2]

E*(f[k]) = E(E2 (f[k])): E(f[k +2]) = f[k +3]
Prin inductie matematica se demonstreaza cu usurinta ca:

E"(f[k]) = f[k + n] (3.14)
Operatorul E poate fi pus in legatura cu operatorul de diferenta, A:

A(f[k]) = f[k +1]-f[k] = B(f[k])- f[k] = (E - 1)([K]) (3.15)
Rezultd cd :A=E -1, relatie ce trebuie inteleasd in sens functional, adicd | reprezintd

functia (operatorul) identic: 1(f[k]) = f[k].
Repetand procedeul folosit la operatorul E, se obtine succesiv:
A (fk]) = A(a(fk]) = A(flk +1]- £]k]) = A(flk +1])- A(f[k]) =
= flk + 2] f[k +1] - (f[k +1]- f[k]) = f[k + 2]- 2 - f[k + 1]+ f[k] =

= (E-1) ([
A (£[k]) = A2 (£[k]) = A(Ek + 2] 2 £k + 1]+ £]k]) =
= flk +3]-3-flk + 2]+ 3-f[k +1]- f[k] = (E -1)’ (f[k])
Prin inductie matematica rezulta legatura generald intre E si A
A" =(E-1) (3.16)
Unde prin “puterea” n a operatorului se intelege compunerea sa cu el insusi de n ori, iar

expresia (E — I)n poate fi pusa 1n legatura cu binomul lui Newton corespunzator.
Tinand cont de (3.14), ecuatia (3.12) se scrie sub forma urmatoare:

a, .E™ +a, -EIF1 +...+4a, 'E+ao)Y[k]= (3 17)
Cu notatiile:
A(E):=a, -E" +a,  E" +..+a;-E+a, (3.18)

B(E):=b,-E™"+b, ,-E™' +..+b,-E+Db,
A(E) si B(E) fiind denumite polinoame operationale, (3.17) devine:

A(E)ylk]=B(E)x[k] (3.19)
Se poate obtine o ecuatie asemanatoare in A. Nu se vor modifica decat coeficientii.
Observatie:
Ecuatia (3.17) poate fi interpretata si ca o relatie de recurenta, intrucat, {inand cont si de
(3.18) 1 (3.19), se poate scrie sub forma echivalenta:
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yk+n]= —ai-[(an ‘E"+a, -E" ' +..+a, -E+a0)y[k]+ B(E)x[k]] (3.20)

n
Cu alte cuvinte, daca sunt cunoscute toate valorile y[k], vk =0,n—-1, atunci se pot
determina succesiv valorile y[k], Yk >n. Acest procedeu insi nu permite determinarea
solutiei explicite.

Revenind la ecuatia (3.19), aceasta se poate rezolva prin metode asemandtoare cu cele
folosite la rezolvarea ecuatiilor diferentiale. Astfel, solutia generala este de forma:

ylk]=y k] +y, k] (3:21)

unde:
o yiyk] se numeste raspunsul tranzitoriu (sau liber) si este solutia ecuatiei omogene:
A(E)y[k]=0 (3.22)

o yp[k] se numeste raspunsul de regim permanent (sau fortat) si este o solutie
particulara a ecuatiei neomogene (3.19).

Solutiile ecuatiei omogene sunt exponentiale de tipul y, [k] =ek.

Cu notatia B=¢’ (3.23)
rezulta ca:

En(er-k): erlken) _ gl (3.24)
astfel ca ecuatia omogena (3.22) devine:

a,p" +..+a,-B+a, =0 (3.25)

cu solutii reale sau complexe, simple sau multiple.
Daca toate radacinile sunt simple, atunci:

A S R e T (3.26)
Daca exista radacini multiple, atunci fiecare dintre ele contribuie la expresia solutiei cu un
numar de termeni egal cu ordinul multiplicitatii. De exemplu, dacd [, este o solutie
multipld de ordinul p, atunci contributia ei in solutie va fi:

Cro-Bf +Cpy kB +..+Cppy k"B (3.27)

Se poate constata cu usurintd paralelismul perfect intre rezolvarea ecuatiilor diferentiale si
a celor cu diferente finite.
Ca exemplificare, se vor determina constantele de integrare Ki si K2 din (3.7), ce descrie
raspunsul sistemului din figura 3.2a. Astfel, pe durata unei perioade oarecare, k si tinand
cont de (3.7), expresia curentului se poate scrie sub forma:
Loy
) K,(k)e ©+— pentru 0 <t<t,
1(t,k)= . R
1

K,(k)e * pentru t, <t<T

Constantele K1 si K2 isi modifica valoarea de la o perioada la urmatoarea (de exemplu
\% . . .
K,(0)= R pentru ci i(0,0)=0), pana la stabilizarea acestora in regimul permanent.

Cum in conditiile de continuitate intervin valorile curentului iIn momente de timp bine
determinate, rezulta ca determinarea constantelor Ki si K2 poate fi gandita ca raspunsul
unui sistem esantionat.
Astfel:
by
i(t, —0,k)=i(t, + 0,k) = K, [k]-e * e =K, [k]
T-y

i(T-0,k)=i(0,k +1)= K,[k]-e * =K1[k+1]+%
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Inlocuind expresia K2[k] din prima relatie in a doua, se obtine ecuatia cu diferente:
oy I Vi
K,kfe *+—|e * =K,|k+1]+—
[ 18 RJ Jest)

care se scrie sub forma:
_I V _T_tl _I V _h
1q&+ﬂ—K$def=—E3P—e TJC(E_CT}Q&FF§7@_CT ]

Ecuatia caracteristica asociatd ecuatiei omogene este:
T

B—ej =0

Rezulta ca solutia tranzitorie este:
T

K [K]=Ae <

Componenta fortata este de tipul membrului liber: Klp [k]=a.

Inlocuind in ecuatie, rezulta:

T \Y Tt V loe T
a-|l-e * |[=——+|1l-¢ " |©a=———-+-——
R R T

l-e *

In final, expresia solutiei generale este:
T—tl

T VvV 1- T
K [k]=A-e * _E.e—

T
l-e °
Cum K, [0]= —% , rezulta ca:
Ty . (1
_X:A_X.I_G—QA:X.G_? A=e
R R T R T
l-e ° l-¢ °
Inlocuind expresia constantei A in solutia generala si efectuand calculele se obtine:
t T—tl
b T _
V l-e®™ —k+) V ]—g °
Kl[k]:E. _I.e T _E.—_I
l-¢e * l-¢ *
til 7T—t1
V l-et —k+) V l-e © | %
Kz[k]— E _I (] _E—_I T+—
l-e * l-e *

Raspunsul in regim permanent se obtine efectudnd limitele expresiilor Ki[k] si Kz[k]

pentru k — co. Cum limita functiei e pentru x — o este nuld, rezulta ca valorile celor
doua constante in regim permanent vor fi:

_T—tl
V l-e °
KIZ_E. N
l-e *
_h
V l-e*
KZ_E' _I
l-e *
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Comparand expresiile obtinute pentru constantele K1 si Kz cu (3.10) si (3.9) — legatura
intre K1 si Ko si valorile 11 si 2 intre care evolueaza curentul i(t) — se observa ca ele sunt
identice, deci ambele metode folosite sunt corecte.

3.2.1. Functia de sistem

Daca excitatia x(t) si raspunsul y(t) sunt semnale cauzale (ceea ce este adevarat in cazul
sistemelor tehnice), atunci ele poseda transformatele Z: X(z), respectiv Y(z).

Cum E"(f [k]) = f[k + n], si in conformitate cu teorema derivarii pentru cazul sistemelor cu
stare initiald nuld, Z(f [k + n]) = 7" -F(z), rezulti ci aplicind transformata Z ecuatiei
(3.19), tinand cont si de (3.18) si (3.17), rezulta:

a,-z" +.a,-z+a, ) Y(z)= (bm 2" +.b,-z+Db, ) X(z) (3.28)
Cu notatiile:

Alz)=a, z" +.a,-z+a,

{B(Z) =b,-z"+.b, - z+Db,

in care se poate observa ci A(z),B(z)eR(z) (sunt polinoame algebrice cu coeficienti

(3.29)

reali), rezultd ca relatia operationald (3.19) s-a transformat in relatia algebrica (3.28),
similar cu transformarea ecuatiilor diferentiale In ecuatii algebrice prin aplicarea
transformatei Laplace.

Ecuatia (3.28) se poate pune sub forma echivalenta:

Y(z) b, -z"+.b -z+b, B(z)
X(z) a,-z" +..a,-z+a, Alz)
in care H(z) se numeste functie de sistem sau funcfie de transfer. Inci o dati se poate
observa analogia perfectd cu definirea functiei de transfer a sistemelor analogice,
transformata Laplace inlocuindu-se cu transformata Z.
Pentru SNI cu parametri concentrati, H(z) este o fractie rationala. Radacinile numitorului
(solutiile ecuatiei A(z)z 0, care este de fapt ecuatia caracteristica a ecuatiei operationale

omogene asociatd ecuatiei (3.19)) se numesc poli ai functiei de sistem si determina
raspunsul tranzitoriu (liber) al acestuia. Polii functiei de transfer corespund unor semnale

= H(z) (3.30)

exponentiale, deci ¢! sau z" este un semnal propriu al SNI.
Se numeste functie pondere, h(k], raspunsul SNI la impulsul unitate, adica impulsul Dirac
“esantionat’:

1 pentru k =0
8lk]=
0 pentru k # 0

Observatie:
Se stie ca Z(S[k])zl (ca si transformatele Laplace si Fourier ale impulsului Dirac).

Rezulta ca daca x[k] = B[k], (3.30) devine:

Y(Z)
H(z)= =Y(2)
Z(3[k])
adica functia de sistem este raspunsul la semnalul unitate, de unde si notatia h[n] adoptata
mai sus pentru aceasta.

Cum definitia (3.30) se poate pune sub forma echivalenti Y(z)= X(z)- H(z), si tindnd cont
ca 27'(X(z)-H(z)) = x[k]® h[k], in cazul semnalelor cauzale rezulti relatia:

y[k] = x[k]®h[k]= Zk(;x[k —~i]-hli] (3.31)

adica raspunsul SNI la o excitatie oarecare, x[k] se poate obtine prin convolutia acesteia cu
functia pondere, h[n].
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Se numeste raspuns indicial, 1[k], semnalul de la iesirea unui SNI dacid excitatia este
treapta unitate esantionata:

1 pentru k > 0
ulk]=
0 pentru k <0

Conform (3.31), rezulta ca:
k

k] = uk]®hlk] = 3 ufk i bfi] = 3 hfi] (3.32)
i=0 i=0
care se poate pune (si) sub forma echivalenta:
h[k] = r[k]-r[k 1] (3.33)

Exemple:
1. Sa se gaseasca functia pondere a unui SNI pentru care relatia intrare — iesire cu diferente

finite este:
a. ylk]=a-x[k]+b-x[k-1],cu a,beR; a,b=ct.

b. ylk]= ZO@ k]

e ylK]- ylk-11=x]

S se determine si raspunsurile SNI la excitatia x[k]=2*
Rezolvare
Functia pondere este raspunsul SNI la impulsul unitate, deci se va considera x[k] = S[k].

a. x[k]=8[k]= h[k]=a-8[k]+b- 5[k 1]
In cazul x[k] =2k, raspunsul se determina prin convolutie numerica, relatia (3.31):

k)= sl —i]-bfi]= > 25 - (a - 8fi]« b- i —1]) =

k
i=0 i=0
(1Y . . ) b
=2 Z —| (a-8[i]+b-8[i-1])=2"-|a+—=
i—o \ 2 2
Se poate verifica si direct:

Y[k]=a'X[k]+z-[l>(<][k:‘2i]}:> yk]=a 25 +b. 25" =2k (wg)

b. Conform definitiei, y[k] caracterizeaza un sistem nerecursiv. Datorita invariantei In timp
si liniaritatii, se obtine:

h[k] = 8[k]+%-5[k—1]+---+£%ji Bk —i]+... - (%Jk ufi]

Dar 8k —i]=1& k =1; Altfel,8[k —i]=0

Daca x[k] =2% atunci, prin convolutie numerica, rezulta raspunsul:

1 k
k . . ko) k /1) 1_(4j k2
y[k]:zx[k_l].h[l]:zzkI.H :21‘-2(—) _o. -
i=0 i=0 2 ico\4 1— 1 3
4
c. Este evident ca y[k] defineste un sistem recursiv. Conform definitiei, functiei pondere, se
obtine:

h[k]- % ~h[k —1] = 8[k]

3.7



Sistemul fiind cauzal = h[k]=0 pentru k < 0, astfel ci rezulti succesiv:

k = 0= h[0]=35[0]=1

| —

k=1:h[l]—%-h[o]z8[1]=0<:>h[1]:

SN \S]
=
e
Il
7\
| —
N—
-
=,
o

kzzjh[z]_%.h[1]=8[2]=0©h[Z]ZGJ

Observatie:

SNI de la punctele b. si ¢. sunt definite de aceeasi functie pondere, realizatd in doua
variante: sistem nerecursiv cu memorie infinita (cazul b.), respectiv sistem recursiv cu
memorie finita (formatd dintr-un singur element de memorie — cazul c.)

2. La intrarea unui SNI se aplicd excitatia x[k]= z* . Si se determine raspunsul sistemului.

Aplicand convolutia numerica (3.31), se obtine:
k k k

ylk]=x[k]®h[k]=> x[k —i]-hi]= > 2" -h[i]=2z"* - Y h[i]-z" =z - H(z)
i=0 i=0 i=0

Relatia se poate scrie si sub forma:

H(z) =2,

ce poate fi consideratd o noua interpretare a functiei de sistem.

3.2.2. Proprietati ale functiei de sistem

Relatia intrare — iesire se poate exprima intr-un mod echivalent, ordonand termenii dupa
intarziere si nu dupa avans, asa cum s-a procedat in (3.12):
ylk]+a, -y[k—1]+..+ay -y[k=N]=b, -x[k]+ b, -x[k =1]+..+ by, - x[k-M] (3.34)
cu M <N in cazul sistemelor cauzale. Aplicand transformata Z, rezulta:
Y(z)- (1 ta; -z +tayz Y ): X(z)- (bo +b, -z 4 +by 2™ )
Rezulta ca functia de transfer capata forma:

Y(z) _bot+b -z +.+by -z 5

= s M<N (3.35)
X 77! .zN N A
(Z) l+a,-z" +..+ay-z 1+Zai'Z_l
i=1

H(Z) =

Relatia (3.34) se poate scrie echivalent sub forma recursiva:
M N
ylk]=>b; - x[k—=i]->a; - ylk ] (3.36)
i=0 i=1

In consecinti, raspunsul unui SNI recursiv la impulsul (8[1(]) este de duratd infinita.

Dacd a; =0, Vi= I,_N , atunci (3.36) nu mai este o relatie de recurenta:

ylk]=>"b; - x[k -] (3.37)
i=0

Y(z)= X(Z)‘ibi 27 < H(z)= ibi —

i=0
In consecintd, raspunsul unui SNI nerecursiv la impulsul (8[k]) este de durati finita.
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fIm Functia de transfer, la fel ca si la sistemele analogice, ofera
1 _SNI instabil informatii despre stabilitatea SNI. Astfel, tinand cont ca H(z) se

e p:i\\ prezintd sub forma unei fractii rationale in z, polii acesteia

! Y Re (radacinile numitorului acesteia sau ecuatiei caracteristice) sunt

; ; > A . -0 J Coe .
-T 0 11 in general complecsi: z, =p, -¢""? . Cum stabilitatea oricirui
R SNJ Stab/i!" sistem presupune absenta oscilatiilor crescatoare in timp, rezulta
5 ca un SNI stabil trebuie sa aiba polii in interiorul cercului p =1,

Fig. 3.3 situat in planul complex (figura 3.3). Polii situati pe
Stabilitatea SNI circumferinta cercului trebuie sa fie simpli, pentru ca altfel SNI

este instabil.

De exemplu, daca z, = e % este o pereche de poli dubli cu modulul unitar (pp = 1),

raspunsul corespunzator acestora este de forma:

Co -cos(k 0, + (p1)+k -Coy -cos(k 0, + (p2)
deci este crescator odata cu k, adica sistemul este instabil.
De asemenea, polii functiei de sistem determind, prin natura lor (reali sau complecsi
conjugati) raspunsul tranzitoriu (liber) al sistemului, dupa cum s-a aratat deja.
In concluzie, functiile de transfer, H(s) — pentru SAI, respectiv H(z) pentru SNI, contin
toate informatiile necesare pentru determinarea raspunsului la orice excitatie.

3.3. APLICATII

3.3.1. Sa se determine H(z) si Y(z) pentru sistemul esantionat din figura 3.4, in
urmatoarele ipoteze:

x(t)=e™" -u(t);
h (t)=h,(t)=t-e™":
Perioada de esantionare a celor doud comutatoare, presupuse sincrone este T =1.

X() N XK myy [xe®) Xi2[k] ha(t) y(t)
OKI SAIL ‘2’ SAL

\ ’

Rezolvare
Cele doua sisteme fiind conectate in cascadi, rezulta ca H(z)=H,(z)-H,(z)

()= 1) = -6 = Hy (o) = Ho) = 2t o) 12 )

dz
-T T
_ T zi( z j:_TZz—e —z_ z-T-e
dz\z—e z—efT)2 (z-eT—l)
2 2
T=1=H,(z)=H,(z)= —=2 H(z)= 25

:(Z-e—l)z = H( )_(z-e—l)4

Se observa cd z, = ¢! este pol cuadruplu, si cum ¢! <1, rezultd ca sistemul este stabil.

)=l X0~ 5= Y= X W) -

3.9



3.3.2. Sa se determine H(z) si Y(z) pentru sistemul esantionat din figura 3.5, in ipotezele
specificate pentru sistemul din figura 3.4.

x(t) o\ x[k] 181}31) x12(t) 1812(? y(®)
1 2
SNI
Fig. 3.5

Rezolvare
In acest caz sunt cascadate sistemele analogice si nu cele esantionate. Rezulta ca:

H(S)=H1(S)-H (s)=> h(t )=h ()@ h,(1)
jh t—’t)d‘l:—J.’t eT-(t—r)-e_t”dﬂzze_t~J.r~(t—1:)d1:=

2 t

X
20

Tinand cont ca:

Z £~e_a't :(_1)k'dk( . j
k! k' dZf\z—e@T )

rezulta ca:

H(Z):Z(e_t -t3]: z-e-(z2 e’ +4-z-e+1)

6 6-(z-e—1)*
Se observa ca sistemul este stabil, dar trebuie remarcat si faptul ca functia de transfer a
sistemului analizat este mult diferita de cea a sistemului din figura 3.4, desi la prima vedere
sistemele par identice. De aici rezultd importanta locului din sistem in care se face
esantionarea acestuia.

(z-e) [z '62+4'Z'e+1)

Y(Z) = X(Z)- H(Z) =

3.3.3. Unui SNI caracterizat de functia pondere h[k]=0,9"u[k] i se aplicd semnalul de
intrare x[k]=u[k]-u[k —10]. Sa se determine raspunsul sistemului y[k].
Rezolvare

h[k]-0,9-h[k —1]=8[k]= y[k]-0,9- y[k 1] = x[k]

Aplicand transformata Z, se obtine:

Y(2)-(1-0.9-27" )= X(z)

Rezulta:

H(Z):Y(Z): 1 - z

X(z) 1-09-z" z-09

Verificare: Cum Z(ea't): considerand cd unitatea de timp este perioada de

K 2
z—e*t

esantionare, (T =1), inversiunea este evidentd: h[k]= u[k]-ek'ln(o’g) =0,9% -ulk], deci
H(z) a fost calculat corect. Cu alte cuvinte, H(z) se putea determina si direct, aplicand
transformata Z functiei pondere h[k].

Cum Y(z)=H(z)-X(z), rezulta ci pentru determinarea raspunsului trebuie determinata

transformata Z a excitatiei, X(z).
Tinand cont de transformata Z a impulsului treapta unitate:
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Zoli) =,

si de teorema Intarzierii in timp, se obtine:
X(z) = Z(u[k]) - Z(u[k ~10]) = Ll 0P T (o),
z-— z

Care se aduce la forma:
X( )= z-(z10 —1)_ 22 +z28+. +z+1

zlo(z—l) z’
z z9+28+...+z+1_ z
z—0,9 z° z—0,9

Y(Z) = H(z) X(z) =

~(1+z’1 +...+z*9)
Rezulta ca:

y[k]=h[k]+h[k —1]+...+ h[k - 9]= ih[k—i];o <k<9

De exemplu: 10

y[0]=h[0]=0,9° =1

y[5]=h[s]+h[5 = 1]+...+ h[5 5] = 0,9° +09* + .+ 09+1=10-(1-09°)

y[9]=h[0]+ h[o 1]+ ..+ h[9—9]=09° +09° + .+ 09+1=10-(1-0.9")

Cum X[k]: 0 pentru k >10, rezultd ca in acest caz raspunsul y[k] devine stationar,
adica y[k]=y[9]=ct,Vk >10. In concluzie, rispunsul este:

k

>'hlk—i]  pentru 0<k<9
ylk]=17%°

Zh[k —i] pentru k>10

i=0

Réspunsul sistemului se poate obtine si prin convolutie:

ylk]=h[k]®@x[k]= 3" x[i]- h[k -] = 5
i x[i}0 pt. k=10 > hlk —i] pentru k >10

i=0

K

k x[kJu[k =1 pt. 0<k<9 Zh[k ~i] pentru 0<k<9
i=0

0

3.3.4. Un SNI este caracterizat de relatia intrare — iesire cu diferente finite:
y[k]-y[k —1]+0.21- y[k - 2] = x[k], Vk.
Séa se determine:
a) functia de transfer (functia pondere) h[k];
b) raspunsul indicial;
c) sa se analizeze stabilitatea sistemului.
Rezolvare

a) x[k]=8[k]= h[k]-h[k —1]+0,21-h[k - 2] = §[k], vk
k=0=h[0]-0+0,21-0=8[0]=1=h[0]=1
k =1= h[1]-h[0]+0,21-0=8[1]=0= h[l]=h[0]=1
k =2 = h[2]-h[1]+0,21-h[0] = §[2] = 0 = h[2] = h[1]- 0,21-h[0] = 0,79
k =3 = h[3]-h[2]+0,21-h[1] = §[3] = 0 = h[3]=h[2]- 0,21-h[1] = 0,58

Aceastad abordare are avantajul simplitatii, dar nu ofera solutia explicitd. Pentru aceasta,
se poate utiliza fie ecuatia cu operatorul de comutatie (3.12), fie transformata Z.
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In cazul (recomandat al) utilizarii transformatei Z, se obtine:

a 2\ _Y(Z)_ 1
Y(2)-(1-z7" +021-2 )—X(z):H(z)—X(Z)—l_Z1+O,21.Z2

2 Z2
H
(z)- 22 —24021 (2-03)-(z-0,7)
H(z) _ z 71 31
z  (z-03)-(z-07) 4 z-0,7 4 z-03
HZ):Z z 3 z
4 2-07 4 z-03
7 kln07 3 k-In(0,3) 7 K 3 k
h[k]=2" - =. =-.0,7-=>.03
k)= 77 1z = 2 o007 -2 imlon) g7k 2.,
Verificare:
k=0=h0]="-07°->.03° =1
4 4
k=1=h[l]= 707303 =1
4 4
k=2:>h[2]=—-0,72—3-0,32=0,79
4 4

k:3:>h[3]:%-0,73 —%-0,33 =0,58

b) Raspunsul indicial se determina prin convolutia functiei pondere cu u[k]:
r[k]=h[k]®u[k]= Z_O“h[k —i]-uli]= Z_O:h[i]- ufk —i]
k=0 t0]=hfo]- ufo]=h0]=1
k =1=> rft] = h[1]- u[0]+ h[0]- u[t] = h[0]+ h[1] = 2
k =2 = r[2]=h[2]-u[0]+ h[1]- ut]+ h[0]-u[2] = h[0]+ h[1]+ h[2] = 2,1
k=3=13]= h[3]+ h[2]+ h[1]+ h[01] = 1 3

7 1-0,7" 3 1-03%"!
.............. k hli]= 071__ 03 =L. 270 217
ilkl= Z 1=y Z 20: 4 03 4 07

c) Ecuatia caracterlstlca a s1stemulu1 este:

+
B -p+021-0=p,, =

Cum |[31’2| <1, rezulta ca polii functiei de transfer se afla in interiorul cercului unitate,
deci sistemul este stabil.

3.3.5. Un SNI este caracterizat de relatia intrare — iesire cu diferente finite:
y[k]-0,5- y[k = 1]+ 0,125 y[k — 2] = x[k]+ x[k - 1], Vk .
Sa se determine:
a) functia de transfer (functia pondere) h[k]
b) raspunsul indicial;
c) sa se analizeze stabilitatea sistemului.
Rezolvare
a) Se determind H(z) si apoi se deduce h[k]:

K
Y(2)-(1-05-27 +0,125-27 )= X(2)- 61+Zl)a

Y(z) 1+z7! 82-(2—1) )
d de: H(z)= = = = hlk|=Z"(H
e unde: H(z) X(z) 1-05-z7"+0125-272 82> —4z+1 ] (H(z)
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Pentru calculul transformatei Z inverse, se poate folosi orice metoda de inversiune.
Tinand insa cont de urmatoarele:

(a x[k]) (a J (teorema semanarii)

z- (z - cos((n -T))
2> ~2-z-cos(w-T)+1
z-sin(w-T)
7> —2-z-cos(o-T)+1
si considerand ca unitatea de timp este perioada de esantionare, (T = 1), H(z) se poate

Z(cos(oa : t)) =

Z(sin(w-1)) =

aduce la o forma in care sd se recunoasca transformatele Z ale unor functii
trigonometrice:

H(z)= 2\/E~z~(2\/5‘z—2\/5) _
2 1
(V2 2) —2.2\/§.z.ﬁ+1

m.z.[zﬁ.z_éj sbhd

(2\/5 z) -2 (2\/5 z) cos§+1 (2\/5 Z)z ( z) cos—+1
) 2\/§~z~(2\/§~z—cos2j ) 3-(2\/5-2)-sin§
(2\/5-2)2—2-(2\/5-2)-cos§+1 (2\/5-2)2—2-(2\/5-2)-cos§+1

In aceste conditii, inversiunea este evidentd, astfel cd se obtine:

b) r[k]:zkolh[i]:...

c¢) Ecuatia caracteristica este:

8B —4B +1=0, cu solutiile (polii functiei de transfer):
242 1+£]

8 4

1,2 =

Cum |p1,2| =0 <1, rezultd ca polii functiei de transfer se afld in interiorul cercului

unitate, deci sistemul este stabil.
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4. ANALIZA IN FRECVENTA A SISTEMELOR IN TIMP
DISCRET

La fel ca si la sistemele analogice, unde analiza comportarii in frecventa se realiza prin
substitutia s — jo in functia de transfer, in cazul SNI se face substitutia:

z—>eT0<0T<2n 4.1)
unde T este perioada de esantionare. Aceastd substitutie este fireascd, daca se tine cont de

faptul c&, la transformata Z, variabila z = et
Daca se noteaza:
Q= 2—TE;F = l 4.2)
T T

(pulsatia, respectiv pulsatia de esantionare), rezulta cd € corespunde perioadei
(consideratd 1n frecventd) de repetitie a functiei H(eJ“’T) pe axa pulsatiilor fizice. Functia

H(eJ‘”T) se numeste functie izocrona.

4.1. FUNCTIA IZOCRONA

In paragrafele anterioare s-au @)
prezentat metode de analizd a . IR
comportdrii  SAI in (domeniul) / p=l

timp. Punctul comun al metodelor ! ® ' Re
prezentate  este  determinarea '1‘\ O ,"Zl 1o p=0:0=0
functiei de transfer, H(s) respectiv. ;= 1o gp=n;0= Qr ’
H(z), diferenta intre ele fiind data 2 517
de modul in care se lucreazd cu Fig. 4.1
aceasta  pentru  determinarea Functia izocrond

raspunsului y(t).

A Im

Cum H(e!®" ) este periodici ca functie de o (corespunzitoare frecventelor fizice), rezulti
ca pentru a determina complet comportarea SNI in domeniul frecventelor fizice este
suficientd studierea functiei izocrone pentru 0 < oT <27, adica pe cercul |z| =1, dupa

cum se poate observa in figura 4.1. In consecinta, pentru studiul comportarii SNI in
frecventd, conturul cercului |z| =1 are aceeasi importantd ca §i semiaxa pozitivd a

frecventelor (o eR, ) la studiul SAL
Cu notatia

(p=0)T=2n-g (4.3)

care se va numi pulsatia redusa sau normata, rezulta ca punctul z =—1 (figura 4.1) este

. Q o . .
caracterizat de ¢=n< 0= > adica z=-1 corespunde frecventei Nyquist de
esantionare a functiei izocrone in frecventa:

F Q
N=—=— (4.4)
2 4z
Observatie:

Daci esantionarea se considera in domeniul frecventa, atunci conditia (Nyquist) conform
careia perioada de esantionare trebuie sa fie jumatate din perioada semnalului devine (4.4).

La fel ca orice numar complex, H(ej‘p) se poate scrie sub forma:
H(ejcp): Alg)-e?©) (4.5)
unde:
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Alp)=|H(e" ) (4.6)
si se numeste caracteristica de amplitudine (amplificarea sau castigul SNI), putand fi
exprimatd si sub forma logaritmica:
A(9), = a(9)=20-1gA(p) (4.7)
iar
Blo)= arg(H(eJ‘p )) (4.8)
se numeste caracteristica de faza.
Evaluarea functiilor a((p) si B((p) pentru 0 <@ <27n se poate face printr-o constructie

grafica, in functie de zerourile z; si polii p; ai functiei de sistem, scrisd sub forma:
M

Q(Z_Zi)
flnz—pi)

cu M < N, sistemul presupunandu-se cauzal.
In figura 4.2 s-a considerat cd punctul Q este afixul in planul (z) al numarului

H(z)=K- (4.9)

z=¢" € (|z| :1) — punctul pe cerc corespunzator pulsatiei reduse, ¢, pentru care se

studiazd comportamentul frecvential. Considerdnd ca zeroului (polului) z (pi) fi
corespunde in planul complex punctul Z; (P;), in conformitate cu figura 4.2 si tinand cont
de (4.5) si (4.7), rezulta ca:

Y Im M — M —
@ a((p)=20~(ng+ZIgQZi —ZngPi] (4.10)
i=1 i=1
este expresia caracteristicii de amplitudine, unde:
Q_Zi =|el? —z;
_ ‘ , ‘ 4.11)
QP; z‘eJ‘P _Pi‘
iar relatia
M M
Blo)=220 -2 v, (4.12)
i=1 i=1
Fig. 4.2 este expresia caracteristicii de faza, unde:
Polii/zerourile functiei izocrone 0. — jo )
_ (4.13)
y; =argle’® _pi)

4.2. TIPRI DE FUNCTII REPREZENTATIVE PENTRU SNI

4.2.1 Functia de intarziere

Deoarece Z(f[k —1])=z""-F(z), sau, altfel spus, z' este operatorul de intarziere cu o
perioada de esantionare, expresia functiei de intarziere este:

H(z)=z" (4.14)
Rezulta ca:

H{elT )= it (4.15)
Cu notatia (4.3), se obtine:

Alp)=[H(e” | =1= ale)=20-gA(p)=0 (4.16)

B(p)= arg(H(ej‘P )): arg(efj"’)z —Q (4.17)

In concluzie, functia de Intarziere este caracterizata de intarziere nula si defazaj liniar.
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x[k] x[k-1] - X(z) , § X(z'h

s e B — z ——

Fig. 4.3

Reprezentarea schematica a functiei de intarziere

In figura 4.3 se propune o reprezentare schematici a functiei (blocului) de intérziere.
4.2.2 Functia de amplificare

Are expresia:

x[k] Ax[K] H(z)=A>0=ct. (4.18)
X(2) AX(z) si se reprezinta schematic ca in figura 4.4.
. Este evident ca se obtine:
Fig. 4.4 4 ’
Reprezentarea schematica a ‘H(ej(p] =A= (X((p) =20-1gA (4.19)
functiei de amplificare .
B((p) = arg(H(eJ‘p )) = arg(A) =0 (4.20)

In concluzie, functia (blocul) de amplificare este caracterizati de amplificare constanti si
defazaj nul.
Orice functie de transfer cu numar finit de termeni se poate exprima sub forma:

M .
bz
__i=0

N
1+ Z a,-z"
i=1
Transpusi in domeniul timp (tinand cont de faptul cd Y(z)= X(z)- H(z)), (4.21) devine:
N N
ylk]+ > a, - yk—i]=> b, -x[k -] (4.22)
i=1 i=0

Rezulta ca orice SNI se poate reprezenta cu ajutorul blocurilor (elementare) de intarziere si
de amplificare.

H(z) (4.21)

4.2.3 Functia de diferentiere numerica

Un SNI care realizeaza aceasta functie este caracterizat de o relatie intrare — iesire de tipul:

ylk]= Ax[k]) = x[k] - x[k 1] (4.23)
in planul (2), (4.23) devine:
Y(z) = X(z)- (1 - z‘l) (4.24)

Rezulta ca un SNI care realizeaza diferentierea numericd are structura din figura 4.5a.
Din (4.24) rezulta functia de transfer:

o-n
H(Z)=1—zf1 :>H(ej‘p):1—e7j"’ :2-sin§-eJ 2 (4.25)
Se obtine:
Alp)=2- sin% (4.26)
Bo)=" ; ¢ ,1A(0) (4.27)
x[k] i y[k] 1
X(z) T Y(2) ©
) b) 2n

Fig. 4.5
a) Reprezentarea functiei de diferentiere numerica
b) Caracteristica de amplitudine
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Dupa cum s-a vazut la analiza SNI in timp — relatia (3.16) — operatorul de diferentiere se
poate generaliza sub forma diferentei finite de ordinul p:

y[k]=APx[k]=gc;, (1) xfp-i]

relatie care in planul (z) devine:

Y(2)=(1-2"f - X(2)

Functia de transfer a diferentiatorului de ordinul p este:

H(Z) = (1 —z! )p

care in domeniul frecventd devine functia izocrona:

pe

H(ej"’): (1 —efj"’)p =2F -sin%-eJT

Rezulta:

Ap)=2P- sin%

Blo)= 2T

2

Caracteristica de amplitudine este reprezentata grafic in figura 4.5b.
Evident, reprezentarea functiei de diferentiere numerica de ordinul p contine p “etaje” de
ordinul 1, conectate in cascada, ca in figura 4.6.

@

&)

x[k]
X(z

Z-l

O

T

V4

-1

Fig. 4.6

(p)

> z

-1

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

C y[k]

T Y(z)

Reprezentarea functiei de diferentiere numerica de ordinul p

4.2.4 Functia “fereastra dreptunghiulara”

Functia pondere de tip “fereastrd dreptunghiulard” se obtine prin esantionarea treptei
unitare u(t) pe o anumita duratd, in figura 4.7a aceasta fiind egala cu p perioade de
esantionare T; axa timpului este gradata in perioade de esantionare.

h[k]

Fig. 4.7

a) Functia “fereastra dreptunghiulard”, cu T =1

b) Caracteristica de amplitudine

Evident, functia de transfer corespunzitoare este:

k] = ufk]— ufk — p] = gé[k—i]

careia in planul (z) 1i corespunde expresia:

H(z) = %Z_Oiz_i =

-7

-z
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astfel incat in domeniul frecventa se obtine functia izocrona:

N _give [SID i el
Hle)= =2 e 2 (4.36)
I-e sin9
2
Rezulta:
sin %
Alo)=|—==— (4.37)
sin ¢
2
(p-1
B(o)= 22— (g ) (4.38)

Caracteristica de amplitudine este reprezentata grafic in figura 4.7b.
Functia pondere “fereastrd dreptunghiulard” se utilizeaza pentru scindarea unei secvente
numerice x[k] la valoarea p—1. Rezultd in acest mod raspunsul y[k]= x[k]-h[k], pentru

care Y(ej(p) diferd substantial de X(ej‘p), fapt datorat alurii functiei A((p), care nu este
constantd in intervalul de baza 0 << % . Din acest motiv, o problema importantd la
sinteza SNI este obtinerea unei ferestre care sa deformeze cit mai putin spectrul secventei
x[k] pe care o scindeaza.

4.2.5 Functii selective

La fel ca si SAI, SNI pot deveni selective, realizand filtrarea semnalelor numerice datorita
polilor functiei de transfer. Astfel, se pot defini cateva functii selective tipice:

4.2.5.1 Functia de ordinul 1

Este caracterizata de prezenta unui singur pol in functia de transfer, care este de forma:

H(z)= K (4.39)

Z-p
unde peR si |p| <1, pentru ca sistemul sa fie stabil.

Pentru simplificare, se poate considera K = 1. In aceste conditii, functia izocrona devine:
; 1
H(e )= — (4.40)
el —p
4 Im MA((p)

1
(Z) _-j-_ l—p

~ - |

Yo

Fig. 4.8

a) Functia de ordinul 1
b) Caracteristica de amplitudine

Tinand cont de dezvoltarea in serie a functiei exponentiale:

« o0 Xl
e ZZT ~ 1+x (4.41)

i=0 I x>0
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se obtine:

: 1
H CJLP = (442)
( ) I-p+jo
Caracteristica de amplitudine are expresia:
Alg)=Hle®) = ——L— (4.43)
(1-p) +¢’

Aceasta functie aproximeaza caracteristica unui FTJ in intervalul de bazd —nt < ¢ < r daca

punctul P; (corespunzator polului p in figura 4.8a)

Analizand forma caracteristicii de selectivitate din figura 4.8b, se poate constata
similitudinea intre caracteristica functiei de ordinul 1 a SNI si cea a unui FTJ analogic. Mai
mult, tindnd cont ca in figura 4.8b s-a reprezentat caracteristica de selectivitate in intervalul
de baza (— << n) si de periodicitatea acestora, se poate afirma ca SNI selective pot fi

considerate ca esantiondri ale corespondentelor lor analogice. Caracteristicile SNI
reprezintd repetarea periodicd a caracteristicilor SAI din care provin (ca si spectrul
semnalului esantionat, care este repetarea periodica a spectrului semnalului analogic).

4.2.5.1 Functia de ordinul 2

In forma sa cea mai generali, functia de ordinul 2 are expresia:
-1 -2
H(z)zK-bOijl'Z_ +b2.% :=K-B(Z);K=ct. (4.44)
l+a,-z" +a, -2 A(z)
cu B(Z),A(Z) € R[X].
Un SNI cu functia de transfer (4.44) este stabil daca polii acesteia sunt situati in interiorul
cercului |Z| =1, ceea ce impune anumite restrictii asupra coeficientilor a; si a,. Astfel:

2

< a . . .
e Daca a, > Tla , atunci H(z) are Poli complecsi

conjugati

2 poli complecsi (conjugati) si
conditia de stabilitate este a, <1

e =N aj
2 ..............
. al . _2 e -[Y-
e Dacd a, <—-a, atunci H(z) are ~ =& |-
. 4 . L Poli reali
2 pqh reali si conditiile de 1—a,+a, = I+a,+a,=0
stabilitate sunt:
A(1)>0c>1+a1+a220 Fig. 4.9
A(— 1) >0 1-a, +a, >0 Stabilitatea SNI de ordinul 2
Aceste conditii sunt ilustrate in figura 4.9.
SNI selectiv de ordinul este cel cu polii complecsi — punctele Q; si Q; in figura 4.10a.
4Im 4
(z) i A(‘P)
-1 O
?
gl

Fig. 4.10
a) Polii/zerourile functiei izocrone
b) Caracteristica de amplitudine
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Daca functia de transfer are un zero real z, = —b, atunci expresia ei devine:

l+b-z!

H(z)=K- 1 - (4.45)
1 + al ° Z_ + a2 * Z_
careia i corespunde functia izocrona:
. .o le
Hlee)=g . 1*Tbe (4.46)

l+a,-¢ ' +a, e
Daca se noteaza cei doi poli ai functiei de transfer ca in figura 4.10a:
+i0
P =p-¢ ! (4.47)

atunci se obtine:

(4.48)

Hle 7 )=K- _lbe ™
(1_p_eﬂ9 -e”‘p)-(l—p-eje 'efjtp)
Luand, pentru simplificare K =1, se obtine expresia caracteristicii de amplitudine:

2
A((p)z‘H(e’W}: 1+2 b2 cos@+b i (4.49)
(1—2-p-cos(cp+6)+p )-(1—2-p-cos(<p—9)+p )
care este reprezentatad grafic in figura 4.10b.
Derivand expresia (4.49) se poate constata ca valoarea sa maxima se obtine pentru ¢ =0,

iar cea minimd pentru b = cos 0.
4.3. REPREZENTARI ALE SNI

Dupa cum s-a vazut, orice SNI (indiferent dacd este definit prin functia de transfer sau prin
relatia intrare - iesire) poate fi sintetizat cu ajutorul celor 3 blocuri fundamentale:
amplificatoare, intarziere unitara si sumatoare.

Astfel, un SNI recursiv (sau IIR) este descris de o ecuatie de tipul:

Jn]= ibi .X[n_i]_iai yfn—i] (4.50)

Acestui sistem 1i corespunde o structurd a carei reprezentare schematica poate fi urmarita
in figura 4.11.

x[k] > ylk]  x[k]
X2z 3 > Y(z) X@)
Z.] 7z 1 7z 1
Z.] 7z 1 7z 1
: Cay —a ;
z 1 Z-l Z-l
|—> bM -aN <—| |—>
a) b)
Fig. 4.11

a) Reprezentarea directa a functiei recursive
b) Reprezentarea functiei nerecursive

Daca a; =0,Vi=L, N, atunci sistemul devine nerecursiv si posedd reprezentarea
schematica din figura 4.11b.
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Schema SNI recursiv insa este neeconomica, intrucat se folosesc M + N +1 amplificatoare
si M+ N celule de intarziere unitard. O solutie mai judicioasa ar putea fi utilizarea unor
celule de intarziere comune pe calea directd si pe calea de reactie. Pentru a deduce aceasta
schema, se va considera initial un SNI fara esantioane intarziate ale intrarii §i cu b, =1:

N

yln]=x[n]-3 a; - y[n -] (4.51)
i=1

Se obtine imediat:
Y(z)= f—(z) (4.52)
1+ Z a; - z”
i=1
H,(z) _ (4.53)

- N
lJrZ:ai -z
=1

Schema acestui sistem este prezentatd in figura 4.12a.

x[k] ylk] x[k] ylk]
[ —»( + > b()
X(z) Y ~— X@ Y(2)
Z_1 Z'l
-a) [ b]
Z_l Z'l
_a2 d—l %q—l

a) b)
Fig. 4.12

a) Reprezentarea functiei recursive fara esantioane intarziate la intrare
b) Schema canonica a unui SNI recursiv

—®

A
\4

A

:
%
7

In acest mod, functia de transfer a sistemului dat de (4.50) se scrie imediat:

M .
Zbi z” 1 M .M ,
H(z)=—= Dbz =)"b; -z H(z) (4.54)

TN TN
1+Zai-zf1 1+Zai-zf1 =0 =0
i=1 i=1
Aceasta schema (numitd i canonicd) se obtine imediat din cea corespunzitoare functiei

Hi(z) si este prezentata in figura 4.12b.
Trebuie precizat totusi ca aceste scheme prezinta o precizie limitata, din acest motiv se
prefera cascadarea unor sisteme cu functii de transfer de ordinul 1 si/sau 2.
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4.4. APLICATII

k k
4.4.1. 1 ;‘([(Z]) o) T :’([] R
K-yl 1]= i @

Determinati FDT si desenati schema SNI.

Rezolvare
Y(z)— % : Y(z)- z" =X(z)

1 Fig. 4.13
H(Z) = Reprezentarea functiei de diferentiere numerica

1- E Z_l
4.4.2,
. x[k] R @ ylk] R
ylk]=x[k]+ T x[k —1] X(2) Y(z)
Aceleasi cerinte
Rezolvare z!
1 _

Y(z)=X(z)+ T X(z)-z" Fig. 4.14

1 Reprezentarea schematica a functiei de amplificare
H(z)=1+ 27 -

4.4.3.

ylk]-a- ylk—1]=x[k]

a. Daci x[k]|=pB-3[k], determinati raspunsul y[k].
b. Determinati functia pondere h[k].

Rezolvare

a. y[k] =o- y[k - 1]+ x[k]
k=0= y[0]=a-y[-1]+x[0]= y[0]=p-8[0]=
k=1=y[l]=o-yo]+x[]= y[i]=o-p+p-3[1]=c-p
k=2=y2]=a-y[l]+x2]= y2]=a® -p+p-32]=a*-p
ylk]= " -B-ulk]
b. x[k]=8[k]= B =1= hlk]=a, -ulk]
4.4.5. Se considera un sistem numeric liniar §i cauzal, care la excitatiile x;[k] si x2[k]
furnizeaza raspunsurile y[k] si y2[k] (figura 4.15a, b).

xi[k]} xo[k]} x[k] 1
1 15 1
k I k 1 k
e
o 123 o 123 ({ 23
MILY yalk]T ylk]T
2
1
7 | k k
> I
q 1 3 0 123
a) b) ©)
Fig. 4.15

Functia “fereastra dreptunghiulard”, cu T = 1
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a. Precizati daca sistemul este invariant in timp.
b. Stabiliti raspunsul sistemului la excitatia x[k] din figura 4.15¢
c. Presupunand ca sistemul este invariant in timp, stabiliti rdspunsurile y»[k] si y[k].
Rezolvare
a. Un sistem invariant in timp este caracterizat de o relatie de tipul:
x[k]=o, - x[k]+...+ 0, -x,[k—p]= y[k]= 0, -y, [k]+...+ o, -y, [k —p], vk
Din figura 4.a si b rezultd ci x,[k]=x,[k]+x,[k —1]. Se verifica daci aceasta relatie se
conserva si la iesire: y, [k] =y, [k]+ Y [k - 1]?
k=0=y,[0]=y,[0]+y,[-1]< y,[0]=0, dar conform figurii 4.b, y,[0]=1. in
concluzie, sistemul nu este invariant in timp.
b. Sistemul fiind liniar, rezultd ca exista o relatie de tipul:
x[k]= o, - x [k]+a, - x,[k]= ylk]= o, -y, [k]+ @, -y, k], vk
Rezulta ca excitatia x[k] trebuie pusa in legatura cu x;[k] si x5[k]:
k =0:x[0]=a-x,[0]+b-x,[0]
k :lzx[l]z a-x1[1]+b-x2[1]

{1 =a+b {a =2
= <
-1=b b=-1
did=2x-x )= id=2 v hd vk gy
Raspunsul y[k] este prezentat in figura 4.15. 1
c. La punctul b. s-a aritat ca x, [k]=x,[k]+x,[k-1].
Sistemul fiind invariant in timp In acest caz, rezulta raspunsul: -1
yalk]=y[k]+y, [k 1] vk Y[k%‘
k=0=y,[0]=y,[0]+y,[-1]=0
k=1=y,[1]=y,[l]+y,[0]=1
k=2=y,[2]=y,[2]+y [1]=2 1 | K
k=3=y,]=y,3]+y[2]=2 bz23
k=4=y,[4]=y,[4]+y,[3]=1
k=5=y,[5]=y,[5]+y,[4]=0

4.4.6. Un SNI este caracterizat de functia de transfer H(z)z

x[k]:a-xl[k]+b-x2[k]Vk:>{

Fig. 4.16
bO +b1 '271 +b2 ‘Z72

2.Se

l+a,-z" +a, -2~
precizeaza urmadtoarele esantioane ale functiei pondere: h[O]: 3; h[l]: L5; h[Z]: L13;
h[3]=0,85; h[4]= 0,85 si ca sistemul este cauzal. Se cere:

a. Coeficientii functiei de transfer.

b. Sintetizarea raspunsului folosind un numér minim de linii de Intarziere.
c. Functia pondere.

Rezolvare
a. H(z)= % = (1+31 727 +a, .Z—Z).Y(Z): (bo +b, -z +b, ~z_2)~X(z)
z

Aplicand transformata Z inversa se obtine3 ecuatia cu diferente a sistemului:

ylk]+a, -y[k—1]+a, - y[k —2]=b, -x[k]+ b, - x[k — 1]+ b, - x[k - 2] Vk
Tindnd cont de faptul ci daca x[k]=38[k], atunci y[k]=h[k] (functia pondere este
raspunsul sistemului la impulsul unitate) si de cauzalitatea sistemului, se obtine succesiv:

k =0= h[0]=b,-8[0]=b, = b, =3

k=1=h[l]+a,-h[0]=b,-8[0]=b, & 1,5+3-a, =b,
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k =2= h[2]+a, -h[l]+a, -h[0]=b, -8[0]=b, & L13+15-a, +3-a, =b,
k=3=h[3]+a,-h[2]+a, -h[1]=0= 0,85+113-a, +1,5-a, =0
k=4 = h[4]+a, -h[3]+a, -h[2]=0<0,65+085-a, +1,13-a, =0

Se obtine astfel urmatorul sistem de ecuatii, cu necunoscutele ay, a;, bg, by, ba:

bl —3'3.1 :1,5 X(Z) ‘\:’: f
b2_3‘a2_1,5'a1 :1,13 Z-l
L13-a,+1,5-a, =-0,85 -a,
0,85-a;, +113-a, =-0,65 B

b. Schema sistemului este prezentata i

in figura 4.. -8, i b,

Fig. 4.4

Reprezentarea schematica a functiei de amplificare
c. Fie p; si p2 polii numitorului, presupusi reali. Rezulta ca:
H(z) A B C B C
Q=—+—+—:>H(z)=A+ ;
z Z Z-Ppp Z7P; I-p,-z°
Aplicand transformata Z inversa se obtine h[k]:

h[k]=(A-8[k]+B-p* +C-p’ )-ulk]

+ 1
1_p2 'Z_

SNI cauzal, cu relatia intrare — iesire:

7

ylk]= 2yl 1+ sl - 2] = xlid- k- vk

a. h[n]si H(z)
b. Analitic si grafic: caracteristica amplitudine/frecventa.
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